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INTRODUCTION 



La théorie des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre est actuellement arrivée à un grand degré de perfection. 
Elle a déjà été exposée bien des fois, et M. Goursat, dans un 
livre (*) devenu classique» a traité la question d'une façon à peu 
près complète. 

Mais, telle qu'elle a été présentée jusqu'ici, cette théorie 
manque d'unité. Les différentes parties qui la constituent restent 
presque indépendantes les unes des autres et résultent chacune 
de propriétés particulières. 

Ainsi, l'intégration des systèmes linéaires repose sur une 
extension partielle du théorème de Gauchy, puis, quand on arrive 
aux systèmes non linéaires, il faut distinguer tieux cas, suivant 
que l'inconnue figure ou non dans les équations, car, dans ces 
deux cas, les systèmes en involution n'ont pas la même forme. 
La méthode de Jacobi et Mayer exige cette distinction, car elle 
subit des modifications considérables quand on passe de V\w à 
l'autre cas, et repose sur les propriétés algébriques des expres- 
sions [,] et (,). Quant à la méthode de Lie, elle n'est démontrée 
que pour les systèmes où l'inconnue ne figure pas, et est la con- 
séquence d'un théorème qui résulte de la théorie des caracté- 
ristiques ou d'une méthode d'intégration de Jacobi. 



(*) GouRSAT, Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre, Hermann, Paris, 4891. 
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Au fond, cela tient à Tabsenee, au début, d*une forme cano- 
nique absolument générale et d*un ibéoréme d'existence. Il en 
existe bien un dans le cas des systèmes ne contenant ps 
rinconnue, c'est celui sur lequel repose la méthode de Lie et 
pour lequel M. Goursat a esquissé une démonstration directe; 
mais, dans le cas général, ce théorème dVxistence n*a pu être 
démontré que par Lie, en partant de la méthode d*intégration 
par les caractéristiques. 

Il y a là un fait assez peu naturel : ce sont les méthodes 
d'intégration qui donnent le théorème général d'existence, tandis 
qu'en réalité on devrait être conduit à ces méthodes d'intégra- 
tion par ce théorème qui devrait être établi tout au début. C'est 
cette marche que je vais suivre dans ce mémoire. 

Dans un mémoire (*), je me suis occupé des systèmes diffé- 
rentiels les plus généraux, et je suis arrivé à trouver une forme 
canonique absolument générale, sur laquelle j'ai pu établir un 
théorème d'existence généralisant complètement celui de Cauchy 
et déterminant d^une façon précise le nombre et la nature des 
constantes et fonctions arbitraires, en nombre fini, dont dépen- 
dent les intégrales. Dans un autre mémoire (**), j'ai indiqué 
comment cette théorie générale permettrait de simplifier celle 
des systèmes du premier ordre, et c'est le développement complet 
de cette application qui constitue le mémoire actuel. 

Les théorèmes fondamentaux que j'avais jusqu'à présent 

(*) E. Delassus, ExlefisioH du théorème de Cauchy aux systèmes les plus 
généraux d'équations aux dérivées partielles, (Anna lis de l*£colb nor- 
male, 4896.) 

{**) E. Dblassus, Sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles du 
premier ordre à une seule fonction inconnue, (Annales de l*École nor- 
male, 4897.) 

ÏB., Sur les transformations des systèmes différentiels, (C. R. de l*Acao. 
DES SCIENCES DE Paris, 28 décembre 4896.) 
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considérés comme cas particuliers de théorèmes relatifs aux 
systèmes différentiels les plus généraux, sont ici démontrés 
directement de façon que la théorie des systèmes du premier 
ordre se développe d'une façon indépendante. 

Le point de départ est la réduction des systèmes à la forme 
canonique. Cette forme est absolument générale; dans le cas des 
systèmes où Tinconnue ne figure pas, elle coïncide avec la forme 
en involutiofiy mais il n*en est plus de même quand Tinconnue 
figure explicitement. 

Cest sur cette forme canonique que j*établis le théorème 
fondamental d'existence que, pour abréger» j'appelle théorème 
de Cauchy généralisé^ et la démonstration que j'en donne fournit 
immédiatement le théorème suivant, qui joue un rôle capital 
dans toute la théorie : 

L'intégration d'un système d'équations aux dérivées partielles 
du premier ordre et à une seule inconnue peut toujours se 
ramener à celle d'une seule équation du premier ordre. 

Théorème qui était déjà connu dans le cas des systèmes où 
rinconnue ne figure pas; il avait été démontré par Lie au moyen 
de la théorie générale des caractéristiques, puis, par Mayer, en 
se servant d'une méthode d'intégration de Jacobi. 

Au moyen du théorème de Cauchy généralisé, on arrive à 
définir le « problème de Cauchy » relatif à un système quel- 
conque du premier ordre, ce qui donne à l'intégration un sens 
très précis. On peut dire que l'on a effectué complètement cette 
intégration quand on sait traiter effectivement ce problème de 
Cauchy. 

On en déduit aussi l'étude des intégrales singulières et l'on est 
amené à ranger de telles intégrales en plusieurs catégories, sui- 
vant qu'elles sont simplement, doublement^,,, singulières. 

Enfin, il me permet d'étudier d'une façon précise la transfor- 
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niation qui change un système où Tinconnue figure en un autre 
où rinconnue ne figure pas, transformation que Ton applique 
souvent aux systèmes d*équations simultanées sans savoir, au 
juste, ce qu*elle donne dans ce cas. 

Le théorème sur la réduction à une seule équation fournil 
immédiatement une méthode d'intégration des systèmes linéaires, 
et cette méthode est précisément la plus simple que Ion 
connaisse : c'est celle de Mayer. 

Pour l'intégration des systèmes non linéaires, je suis obligé 
d exposer la théorie de l'intégrale complète à la façon ordinaire. 
J'y ajoute la solution du problème de Gauchy au moyen d'une 
telle intégrale et sans passer par les considérations géométriques 
relatives aux caractéristiques. 

Je puis alors exposer la méthode de Jacobi et Mayer, sans 
utiliser aucune propriété algébrique des expressions [,] et sans 
faire la moindre distinction entre le cas où l'inconnue figure et 
celui où elle ne figure pas. 11 y a simplement à remarquer que 
dans le dernier de ces deux cas, il y a forcément des simplifica- 
tions qui se produisent. En outre, je montre que la méthode 
conduit toujours à une véritable intégrale complète. 

Enfin, en dernier lieu, j'expose la méthode de Lie, toujours 
sans faire de distinction entre les deux cas. Cette méthode est 
une conséquence immédiate de la réduction d'un système à une 
seule équation. 

Je me suis borné à ces deux méthodes, parce qu'elles sont les 
plus parfaites et que ce sont les seules auxquelles la marche que 
j'ai suivie apporte des modifications sensibles. 
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CHAPITRE PREMIER. 

ÉQUATIONS LINÉAIRES. 
Équations linéaires et homogènes, 

1. Intégration. — On sait que l*intégralion de Téquation 

(1) P,p, -4.P,p,... + P„p^=»0 

est équivalente à celle du système d*équations différentielles 
ordinaires 

^ ^ P, "" P, """* P 

Si 

*„_|(X, . . . xj = c** 

est rintégrale générale de (2), *,, 4>2, ..., ^«_i sont m — 1 inlé- 



m 



m 



grales particaliëres et distiBelès de (1), et toaie intégrale de (I) 
est de la forme 

Et réciproquement, en ^bnt à des eoostantes arbitraires 
m — 1 inl^;rales distinctes de Téquation (1), on obtient Tinté- 
grale générale du système (3). 

2. Réduction de rintégration quand on connaît des intégrales 
particulières. — Supposons qu*on connaisse fx intégrales partica- 
liéres de (1). Soient ^i, 4^9, ...,4»^, ces intégrales supposées 
distinctes. Nous pouvons toujours leur associer m — p autres 
fonctions /)k^„ ...9 /.t telles que 

forment un système de m fonctions distinctes. On pourra faire le 
changement de variables 

On obtiendra une nouvelle équation linéaire qui devra 
admettre comme solutions particulières 

Elle sera donc de la forme 

PJ*+iP/*+« •*- — -*- Kpm = 0; 

comme elle ne contient pas les dérivés de Tinconnue z par 
rapport aux variables x|, x^^ ...^Xf^yOn pourra y considérer ces 
variables comme des constantes, et Ton sera ramené à intégrer 
le système 

qui ne contient plus que m — fx — 1 équations. 

Cette réduction de Téquation (1) peut être considérée aussi 
comme une réduction du système équivalent (2). 
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Si Ton connaît p intégrales du système (3), la recherche des 
m — p — 1 autres intégrales se ramène à Tintégration d'un 
nouTeau système qui n'a plus que m — /x — 1 équations. 

8. Recherche de l'intégrale ayant une fonction initiale donnée. 
— Supposons qu'en Mo (xî, acj , . .. , x.) les coefficients P soient 
analytiques et que P| ne soit pas nul. Le théorème de Gauehy 
démontre l'existence d'une intégrale analytique en Mo et se rédui- 
sant, pour X| 'S xô à une fonction 

> 

analytique en xj, ..., xj|,, et donnée à l'avance. Soit H cette inté- 
grale que nous nous proposons de chercher. 
Supposons qu'on ait trouvé l'intégrale générale 

du système (2), et désignons par fi, fs>...ifi.-i les valeurs 
initiales (en X|) des fonctions ^. 

Les fonctions (f sont distinctes; en effet, s'il existait entre elles 
une relation 

fi " "''(fil ?«>•••> f«-i)» 
la fonction 

serait une intégrale de (1) qui, en xî, se réduirait à 7,; ce serait 
donc ^|, de sorte que l'on aurait 

ce qui ne peut exister puisque les fonctions $ sont supposées 
distinctes. 

On aura 

e=aF(*,,*,, ...,*«,.|), 

F étant une fonction inconnue qu'il faut déterminer de façon 
que l'on ait identiquement 
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Les fonctions «f élant distinctes, nous pouvons faire le change- 
ment de variables 

d'où nous tirerons 



t f 



Au moyen de ces nouvelles variables, Tidentité (4) devient 

et F se trouve ainsi parfaitement déterminée. 

En particulier, cherchons les intégrales 63, 63, ..., 6^, qui 
correspondent aux fonctions initiales x^y Xg, ...,Xm;ce qui pré- 
cède montre que Ton aura 

c'est-à-dire que les fonctions B s'obtiendront en résolvant le 
système d'équations 

,„. , *i =*«(a-î,e,,05....,0j, 

1 *«-i=« *m-i(x;, 0«, ©s, ..., 0„.). 

Les fonctions 6^, 65, ..., Q» étant ainsi trouvées, l'intégrale 
sera visiblement 

0«d(0,, 05,.. .,©„). 

4. Ca5 particulier. — Nous rencontrerons très souvent des 
équations de la forme 

(6) . . . . Pi -♦- P/^hP/*+i -^ ••' -*■ P«.P« «= 0. 
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On les intègre en considérant x^, ..., x^ comme des eonstantes, 
ce qui donne le système 

Soient 4»i> $2> ..., ^»-/a les intégrales distinctes de (7); Téqua- 
tion (6) admet les m — 1 intégrales distinctes 

Les fonctions 64,63,..., 6^ seront ici x^^x^, ..., x^, et les 
autres seront obtenues en résolvant les équations 

*i =*i(x;, Xa, ...,x^, e^+i, ...,0„), 

.. . *a ■™*â(^i> ^*» •••> ^/A> ®/A4-li •••> ®to)> 

(o) . . < 

rintégrale S ayant pour fonction initiale sera ici 

et, en particulier, 

F(0/*+i,...,0j 

sera Texpression générale des intégrales de (6) qui corres- 
pondent à des fonctions initiales indépendantes de X2, X3, ..., oc^. 

Équations linéaires quelconques. 

5. Intégration. — Pour intégrer l'équation linéaire 
(9) . . . . P,pi + P.Pï-*---4.P„p,„«=Po, 
on considère l'équation linéaire et homogène à 7/1 + 1 variables 

DV DV ^ DV DV 
(iO) . . Pi— H-P» — -♦-... + P„— -H-Po; ^0 
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qui è'intègre par le système 

^ P| *^ P« ^ P^ "" Pc' 

Si Ton met de côlé une intégrale singulière fournie par les 
équations simultanées 

Pi — 0,P, — 0, ..., P« — 

et qui n*existe que si ces équations en z ont une solution com- 
mune, toute intégrale de (9) s'obtiendra en égalant à une 
intégrale de (10) et résolvant cette équation par rapport à z. 

6. Recherche de Viniigrale ayant une fonction initiale donnée. 
— Proposons-nous de chercher Tintégrale T(X|, Xj, ..., xj) 
qui, pour X| =»xô se réduit à la fonction donnée à Tavance 

V ( M'A y • • «y M/* 

En opérant comme dans le § 3, nous chercherons les intégrales 
de (10) qui se réduisent respectivement h 

Z^ X)f Xi^ ••., x^^ 

pour X| = xj. Soient 6o, ©j, 63, ...» 6« ces intégrales. 
On obtiendra évidemment T en résolvant Téquation 

(12) 0o(X|, x„ x„, ï) «= i[ejxiy x,, ..., 0-^, T), ..., eJ,x^, x„ ..., x^, T)]. 

Car en faisant X| = x% cette équation se réduit à 

7. Ca5 particulier. — Nous rencontrerons constamment des 
équations de la forme 

(13) p, -♦- Py^+iPyut+i + P.nP«» — Po- 

L'équation linéaire et homogène correspondante est ici 

dv dv dv dv 

(14). _^p ^... H-P^— 4-Po--0. 

Dx, '^ Dx^+, Dx^ Dz 
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Elle est de la forme de celles qui ont été considérées dans le 
% 4. Elle s'intégrera par le système 

qui n*a plus que m — |ix + 1 équations. 

Les intégrales particulières 6,, ..., 6^ sont ici x^^ ..., x^. 

On déduira les 0o> Q/*+*> •••>©«• des m — p -4- 1 intégrales 
de (15) comme il a été indiqué au § 4, et Tintégrale T ayant 
pour fonction initiale t, sera donnée par Téquation 

.^gv l ®o(ari,Xj,...,x^,T) 

( = ^[apj> ...f ar^> %+i{xi,Xi, .,., x„, T), ..., 0«(xi, Xj, ..., x„, ï)]. 

En particulier, Téquation 

où F est arbitraire, fournira l'expression générale des intégrales 
qui correspondent à des fonctions initiales indépendantes de 
x^f •• • > x^. 

8. Ordres d'opérations. — Nous verrons plus tard que finté- 
gration des équations quelconques du premier ordre se ramène 
toujours à rintégration de systèmes d*équations différentielles 
ordinaires et à la résolution d'équations finies. 

Bien qu'on ne sache pas toujours effectuer ces résolutions, on 
les considère comme des opérations dont Tordre de difficulté 
est négligeable quand on le compare à celui d'une intégration 
quelconque. C'est pour cela que Ton considère une intégration 
comme terminée quand elle est ramenée à la résolution d'équa- 
tions finies. 

Dans ces conditions, on peut dire que toute la difficulté de 
l'intégration d'un système d'équations aux dérivées partielles du 
premier ordre réside dans la recherche des intégrales des 
systèmes d'équations différentielles ordinaires auxquels il con- 
duit. En outre, la recherche d'une intégrale d'un tel système 
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(féquations différentielles ordinaires du premier ordre est 
d*autant pins difficile qu'il est composé d'un plus grand nombre 
d'équations, et chaque intégrale trouvée diminue d'une unité le 
nombre des équations analogues qui détermineront les autres 
intégrales. 

On est ainsi conduit, pour avoir une idée de l'ordre de diffi- 
culté d'une intégration, à prendre pour base Vopération d'ordre n 
définie comme étant la recherche d'une intégrale d'un système 
de n équations différentielles ordinaires de premier ordre. 

La recherche de p intégrales du système de n équations diffé- 
rentielles exigera par conséquent des opérations successives 

d'ordres 

w,w — i,...,n — p -^ \, 

L'intégration complète exigerait les opérations d'ordres 

w, n — 1, ..., 3, 2, i. 

Ainsi, les opérations successives que nécessite l'intégration des 
équations (1), (6), (9), (13) sont d'ordres : 
Pour l'équation (1) : 

m — 1, m — 2, ..., 3, 2, 1. 

Pour l'équation (6) : 

m — fi,m — ft — 1,..., 3,2,1. 

Pour l'équation (9) : 

m, m — I, ..., 3, 2, i, 

el enfin pour l'équation (13) : 

m — /£ -h 1, m — /te, ..., 3, 2, 1. 
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CHAPITRE II. 

FORME CANONIQUE DES SYSTÈMES DtQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE. 

9. Définition des expressions [F, 4>]. — Soient 

r (Xi , Xj , . . . , X^ 1 ^) Pi 9 P« 9 • • * > Pm) » 
T(Xj, Xj, ... , 2^y s, Pi^p^^ •••9 /'m) 

deux fonctions des variables x de l'inconnue z et de ses dérivées 
partielles. Nous poserons 

rfF dF dF rf* D* D* 

dxi Ox< Dz (iXi Dx, *D^ > ••• / 

cl 



[F, 4»] = 5 

j'à'i \î>/>rf dXi Tipi dxj 



Ces expressions [F,^] possèdent des propriétés remarquables, 
mais, comme nous ne les utiliserons pas, nous nous bornerons à 
considérer le symbole [F, $] comme une notation commode et 
simple pour représenter et se rappeler certaines quantités qui 
interviendront constamment dans ce qui va suivre. 

Quand F et ^ ne contiennent pas z, les ^ se réduisent 
aux ^, l'expression [F, ^] se réduit alors à 



*^ /DF D4» D* DF\ 
i^i \^Pi ^Xf dpi DXj/ 



et on la représente par (F, ^). 
10. Forme canonique. — Soit 

Fi(afi9*a, ..•,a*^9«.Pi9P29 ••jPJ^O, 

..V , Fj (a?i, Xj, ...jX,,,, x,Pi, Pj, •..,pi„) «3 U, 

(i) . . . 

F/i(a:i, Xj, ... , x«, z, po Pi, ...,p«) « 

un système d*équations simultanées du premier ordre à Tincon- 
nue z. 
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Cherchons à le résoudre par rapport au plus grand nombre 
possible de dérivées et examinons les différents cas qui peuvent 
se présenter. 

Il peut arriver que Ton soit ainsi conduit à un résidu d*équa- 
tions ne contenant plus les dérivées et ne se réduisant pas à des 
identités. 

Si parmi ces équations il y en a qui ne contiennent pas z, le 
système (1) est évidemment incompatible. 

Supposons qu'elles contiennent toutes z. Considérons -les 
comme des équations en z; elles devront être vérifiées par toute 
intégrale de(l), de sorte que si elles n*ont pas de solution com- 
mune, le système (1) ^era encore incompatible. Si elles ont une 
solution commune, ce sera la seule intégrale possible du sys- 
tème (1), on la portera dans les équations (1); si elle ne les 
vérifie pas toutes identiquement, il y aura encore incompatibilité j 
et enfin, si elle les vérifie toutes identiquement, ce sera la seule 
intégrale du système (I) qui se trouvera ainsi intégré par des 
résolutions d'équations finies. 

En dernier lieu, il y a le cas où le résidu d*équations ne con- 
tenant pas les p n'existe pas, c'est-à-dire où le système (1) est 
résoluble par rapport à un certain nombre de dérivées. Donc : 

Théorème. — Étant donné un système d'équations du premier 
ordre, on peut toujours, par des résolutions d'équations finies, 
constatef^ son incompatibilité, ou Cintégrer ou le mettre sous la 
forme 

Pi /i (^i> ^8> ••• J ^my ^jPfi+l ?•••>/'»») = ^> 



(2) 



Pfi "~~ ff*'\p^i9 •''*» ••• y •^m> ^j P/*+tJ •••> p»/ ^^ ^* 



Le problème de l'intégration ne subsistant que pour les sys- 
tèmes de la forme (2), nous ne nous occuperons plus maintenant 
que de tels systèmes. 

Nous ferons remarquer, en outre, que la résolution du sys- 
tème (1) peut fournir quelquefois des équations qui se décom- 
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posent en facteurs analytiquement distincts; le système proposé 
se décomposera alors en plusieurs systèmes partiels, certains 
pouvant être incompatibles, certains pouvant sintégrer algébri- 
quement et les autres se mettant sous la forme (2). 

11. Partons donc du système (2). 

Parmi les dérivées de tous les ordres de z, établissons une 
distinction en en faisant deux groupes D et A, le premier étant 
formé par toutes les dérivées de z qui sont en même temps des 
dérivées de Tune des dérivées du premier ordre Pi^p^-, ''^fPfi' 

Pour qu'une dérivée 



(X4 Kt <X 



'tii 



soit une dérivée D, il faut et il suffit que Tun au moins des 
nombres «i, «3, ••., 0^^ ne soit pas nul ou, puisque tous ces 
nombres sont positifs, que Ton ait 



«4 -H Ofj -H . . . -+- «^ db 0. 



Quant aux dérivées A, ce seront les dérivées de la forme 

Considérons les équations du second ordre obtenues en déri- 
vant toutes les équations (2) par rapport à toutes les variables. 

En dérivant d'abord par rapport aux variables sc^^i, ...9 ^m« on 
aura immédiatement en fonction des x, des z, des p et des déri- 
vées A du second ordre, les dérivées D du second ordre de la 
forme jj-^j — » (J ^ fji), et chacune d'elles ne sera obtenue 
qu*une seule fois. 



Dx,Ox^+A dxy,+k éi ^Pfx+i ^^/A+/ î>a^/i+* 

Si maintenant nous dérivons les équations (2) par rapport 

2 
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aux variables x,,...,x„, nous obtenons des équations résolues 
par rapport aux dérivées D de la forme 3^-^ (} ^ i^jj ^ f*); 



Dx,ôXy dxj si dp^^t iXjdXf^^' 

les dérivées du second ordre qui figurent dans le second 
membre sont précisément celles que nous avions déjà calculées. 
En les remplaçant au moyen de la relation (3), nous arrivons 
à l'expression 

D'z df, '=^-'* ;)/; dfj '-^'^ ^^'^ D/; 0/;- D*z 

2 TT— TT- ■*■ 2 2 



dont le second membre ne contient plus que des dérivées A. 

Des équations du second ordre, nous pouvons donc tirer 
toutes les dérivées D en fonction des dérivées A. Mais les déri- 
vées D de la forme 

uXi DXy 

peuvent être obtenues chacune deux fois. En égalant ces deux 
valeurs de chacune d'elles, on aura des équations ne contenant 
plus que les dérivées A. On remarque que la somme double qui 
figure dans l'expression de ^J^^, est symétrique relativement 
à /2 et ^, de sorte qu'en égalant les deux expressions de cette 
dérivée, il reste l'équation 

ÉL^^ J'Yi—— — —] =0, 

dxj dxi iS \^Pii+i dXfi+i ^Pfi+i dXf^^J 
ou, plus simplement, 
W \.Pi — fi^Pj — fi\^0, 

et cette équation ne contient même plus les dérivées A; elle est 
du premier ordre et, étant une conséquence des équations (3) et 



i 
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de leurs dérivées, doit être vérifiée par toute solution du 
système (2). 

Supposons que toutes les équations (4) que Ton peut ainsi 
obtenir ne soient pas toutes des conséquences algébriques des 
équations du système proposé (2). En les ajoutant à ce système, 
on aura un nouveau système composé d'un plus grand nombre 
d'équations distinctes et ayant les mêmes intégrales. 

Si, en cherchant à le résoudre par rapport à des dérivées, on 
constate qu'il est incompatible ou qu'il s'intègre algébriquement, 
le problème est terminé. 

Sinon, il se mettra sous la forme (2), /x ayant augmenté au 
moins d'une unité, et alors on pourra recommencer sur lui la 
même série de calculs. 

Comme fi ne peut pas dépasser m, forcément, après avoir 
répété un nombre limité de fois cette série d'opérations, on 
arrivera à constater l'incompatibilité, ou à intégrer par des cal- 
culs algébriques, ou à un système de la forme (2), mais pour 
lequel toutes les équations (5) seront des conséquences algé- 
briques des équations qui le composent. Nous dirons alors que 
le système est mis sous forme canonique. Ainsi, un système 
canonique sera un système de la forme 

Pi M (^4 i'^ii • • • > ^m > * > Pa*+* > • • • > Pm) ^^ "♦ 

P» /a {^li ^î» •••» ^w» ^> P/*+l> '"9 Pm) = 0, 



Pli /A*(^i» •*"«• •••> •'^•»> "^ï P/*+*» •••» Pm] ^j 

et tel que toutes les équations 

[Pi — fi^Pj — fi] = 

soient des conséquences algébriques des équations qui le composent^ 
c'est-à-dire se réduisent à des identités quand^ après les avoir 
développées, on y remplace pf, p,, ..., p^ respectivement par 



{ 
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Et nous pouvons énoncer la propriété suivante : 

Théorème. — Étant donné un système ^pulcanque du prefniet- 
ordre, par une suite limitée de calculs algébriques consistant en 
résolutions d'équations finies, on peut toujours constater qu'il est 
incompatible, ou trouver toutes ses intégrales, ou ramener son 
intégration à celle d'un système canonique. 

Dans la suite, nous ne considérerons plus que des systèmes 
canoniques, puisque c*est pour eux seuls que le problème de 
Tintégration existe véritablement. 

12. Propriété fondamentale de la forme canonique. — Étant 
donné un systènie canonique S» en passant au second ordre, 
nous obtenons deux sortes d*équations. 

Les premières expriment les dérivées D au moyen des déri- 
vées A. Nous les appellerons les équations du second ordre 
de S. 

Les autres sont les équations 

{Pi — fiyPj — fi\ = 0, 

qui sont au plus du premier ordre. Nous les appellerons équa- 
tions d'intégrabilité ; ces équations sont d*ailleurs des consé- 
quences algébriques des équations S. 

Supposons qu*on passe au troisième ordre, c*est-à-dire qu'on 
dérive, par rapport à toutes les variables, les équations du second 
ordre de S. Nous aurons, comme pour le second ordre, des 
équations résolues par rapport à toutes les dérivées D du troi- 
sième ordre. 

Mais certaines d'entre elles sont sûrement obtenues plusieurs 
fois; en égalant deux à deux ces valeurs d'une même dérivée D, 
on aura de nouvelles équations d'intégrabilité ne contenant, 
comme dérivées du troisième ordre, que des dérivées A et qui 
semblent, a priori, devoir permettre d'exprimer certaines d'entre 
elles au moyen des autres. 

Nous allons montrer qu'il n'en est rien, c'est-à-dire que ces 
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équations d'intégrabilité se réduisent à des identités eomme 
conséquence algébrique des équations du premier et du second 
ordre, et qu*il se passera un fait analogue pour tous les ordres. 
Ainsi, nous nous proposons de démontrer ce théorème dont 
rimportance capitale apparaîtra dans le chapitre suivant. 

Théorème. — Étant donné un système canonique S, les équa- 
tions (Tintégrabilité relatives à un ordre quelconque n se réduisent 
à des identités en vertu des équations d'ordre inférieur à n de S. 

Par hypothèse» cette propriété est vraie pour n = 2 (c'est la 
définition du système canonique). Pour démontrer qu'elle est 
générale, supposons-la vraie pour les ordres % 3, ...,n, n+ i 
et démontrons qu*elle est vraie pour Tordre n -4- 2. 

Soit 

j*+î^ / «p ± 

^""'*^. .«*..«» ..«p ( «, ^ «« -^ ... -^ «, = n + 2 
Dx, Dx, ... Dx/ \,^ + «, ^ ... ^ «^ ± 

une dérivée D d'ordre n + 2 pouvant être obtenue plusieurs 
fois. On aura toutes les équations d'intégrabilité qu'elle fournit 
en égalant toutes ses valeurs à l'une d'entre elles. 
Considérons la dérivée d'ordre n + 1 

« 



dX| d^r^ ... dXy'' 



C'est certainement une dérivée D, car si /> > fx, ses /x pre- 
miers indices a sont les mêmes que pour D^^^, de sorte que 
leur somme n'est pas nulle et, si /> ^ ^, ses ^ premiers indices 
sont 

*lj *âj ••• j ^p "^ i 5 ... 0, 

de sorte que leur somme 
ne peut pas encore être nulle. 
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Nous pouvons donc poser 

D. 



'M-i 



DX| Jar, ...Dx/ 
et nous aurons 



DXp 



Supposons que D.^, puisse être obtenue d'une autre façon, 
c'est-à-dire soit la dérivée d'une autre dérivée D d*ordre n + 1 



Posons 






D.= 



Dx, ...ax/ ...Dx/ 



C'est bien une dérivée D en vertu du raisonnement qui nous 
a fourni D,^ au moyen de D.^,. 
On aura 

Dx * 

Dx^ 

Soit 

l'équation d*ordre n donnant la valeur de D., les équations 
d'ordre n -h 1 donnant D,+i et D;,^., seront 

D 
D 

DXp 

OU, du moins, pourront se mettre sous cette forme parce que les 
conditions d'intégrabilité relatives à l'ordre n + 1 sont des iden- 
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tités. Les deux manières d'obtenir D«+, seront fournies par les 
deux équations 



c'est-à-dire par 



4K'-4'")="' 



""*"' DX| \DXp "y ' 

réquation dlntégrabilité correspondante peut donc se mettre, 
en vertu des équations d'ordre inférieur à n -4- 2, sous la forme 

DXp \Jx, "/ Dx, \DXp "/ 

et c'est bien une identité, ce qui démontre le théorème annoncé. 

13. Changement de variables dans un système canonique, — 
Pour qu'un système S, composé de fx équations, donne, par sa 
résolution, un système canonique, il faut et il suffit que, des 
fx équations qui le composent, on puisse tirer fx dérivées du 
premier ordre et que, des équations du second ordre, on puisse 
tirer toutes les dérivées D et rien qu'elles. Comme on est sûr de 
pouvoir les tirer toutes, il suffit qu'on ne puisse tirer qu'elles. 

On peut donc dire que la condition nécessaire et suffisante 
est que S soit résoluble par rapport à /x dérivées et que les 
équations du premier et du second ordre se réduisent à un 
nombre d'équations distinctes égal à fx augmenté du nombre des 
dérivées D, nombre qui ne dépend évidemment que de /x. 

Supposons qu'on fasse un changement de variables; les 
fx équations S seront encore résolubles par rapport à fx des 
nouvelles dérivées du premier ordre et le nombre des équations 
du premier et du second ordre qui sont distinctes, sera évidem- 
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ment le même qu^avant le changement de variables; il sera donc 
encore égal à fx augmenté du nombre des dérivées D. 

On en conclut que le système transformé fournira certaine* 
ment un système canonique lorsqu'on Taura résolu par rapport 
à IX des nouvelles dérivées du premier ordre. 

C*est ce que nous exprimerons d*une façon abrégée comme il 
suit : 

Théorème. — Un syslème canonique reste canonique par un 
changement quelconque de variables, 

14* Méthode pratique pour réduire un système à sa forme 
canonique. — Au point de vue pratique, la réduction, telle 
qu'elle a été indiquée au § 11, n'est pas commode à employer. 
Cela tient à ce que les équations d*intégrabilité se forment au 
moyen des fonctions fet qu*un système de la forme (1) et dont 
les équations sont très simples, peut conduire, par sa résolution, 
à des fonctions f beaucoup plus compliquées et, par suite, à des 
calculs très pénibles. 

Nous allons montrer qu'on parvient au même résultat en 
formant des équations d'intégrabilité de même forme sur les 
équations non résolues. 

Théorème. — Toute intégrale commune aux deux équations 

F(X|,x„ ...,jr«,z,/?,,...,pj = 0, 

vhnfie Véqnation du premier ordre 

f F, *] - 0. 

z vérifiant les deux équations F = 0, 4> =» 0, on a, par déri- 
vation, 

dxt ;éî ^ft '/ar. ds^ 
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Multiplions par w et faisons la somme des équations ana- 
logues pour t =3 1, 2, ..., wi. Nous obtiendrons 

éi D^i c/jTi s^j jâ ^/>. j^/'j ^j^< ^jCj 

En partant de l'autre équation, on aurait obtenu de même 

s Dp, dXi êi /S Dp, Dpy Dx, DX^ 

la somme double est la même dans les deux équations; en 
retranchant^ il reste donc 



*^/DF d* D* dF\ 



ou, plus simplement, 

[F, *] - 0. 

Etant «tonné un système 

que nous supposerons non résolu, mais résoluble par rapport à 
des dérivées (sans quoi le problème de Tintégration n'existerait 
pas), nous obtiendrons un système équivalent en lui ajoutant 
toutes les équations 

Supposons qu'elles ne soient pas toutes des conséquences 
algébriques des équations F. Nous aurons un nouveau système 
et nous devrons nous assurer qu'il est résoluble par rapport à 
des dérivées, car, dans le cas contraire, le problème serait ter- 
miné. Sur ce nouveau système, nous pourrons recommencer et, 
finalement, nous arriverons à un système 

(5) . • . . F, = 0, F, — 0, ..., F^=.0 
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résoluble par rapport à [i dérivées et tel que toutes les équations 

[F„ F,] = 

soient des conséquences algébriques des équations F = 0. 

Supposons alors qu*on résolve le système (5) par rapport 
à fx dérivées, par exemple, p^Pff -••^p^; nous allons obtenir le 
théorème suivant : 

Théorème. — Si en résolvant le système (5), on en tire les 
valeurs 

(6) . . . . Pl=A, Pi'^fi^ -.-J PfJi'^ffJLy 

qui n'annulent pas identiquement le déterminant fonctionnel 

D(Fi, Fa, ..., F«) 

(f = 1— > 

^(Pif Pa> •••! Pfi) 

le système (6) est certainement canonique. 
Dire que les équations 

sont des conséquences algébriques des équations (5), e*est dire 
qu'elles sont vérifiées par tout système de valeurs des Xy des z et 
des p vérifiant (5); donc elles doivent se réduire à des iden- 
tités quand on y remplacera pi, p^» ..., p^ respectivement par 

Considérons les /'comme des fonctions implicites définies par 
les équations (3). Nous en tirerons 

Oz ttl ^Pk ^z 
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d*où, en multipliant la seconde par p^ et ajoutant 

dxi a ^Pk dxi 

Mais on a 

dfk^ d[pi — ^) 

dXi dXi 

de sorte que Tégaiité précédente peut s'écrire 



dxt Si ^Pk dx, 
De même on a 

^P< a î5p* ^Pt 



(t SS8 iy 2, ..,, Ht). 



(^t = yc£ ^ i, ...,m) 



et cette relation est évidente pour t <» 1, 2, ..., |x parce que 
les fi ne contiennent aucune des dérivées PoPs, •^-fPfi* 
En écrivant les relations analogues pour F^, formant 

^F^dF^^^dF^ 
^Pi dXi dpi dXi 

et sommant par rapport à i» on parvient à la relation 

iS aS^i <)p* ïJpji 

formule dans laquelle, après le développement des [J, il faut 
supposer Pi, ps, ^fP/i remplacés par /'i,/,, •••! /m- Mais alors le 
premier membre est nul par hypothèse, de sorte que nous avons 

âi /Si dPt dP/i 

et nous aurons autant d'identités analogues qu'il y aura de com- 
binaisons deux à deux des équations F. 
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Prenons les fi équations correspondant à une même valeur 
de P ; on pourra les écrire 

et prenons comme nouvelles inconnues les quantités 

elles prendront la forme 



Ce sont fx équations linéaires et homogènes dont le déter- 
minant est précisément à dans lequel on aurait remplacé 

PuP^**"9P/ji P^^ fïff^f''*9 fft'yil n*est pas nul, de sorte que nous 
avons les équations nouvelles 

U, = 0, (/c = 1,2,. ..,/.) 

c'est-à-dire 

a ^Ph \p = i, 2, ...,/*/ 

Considérons toutes celles qui correspondent à la même 
valeur de k. Gomme précédemment, on aura fx équations 
linéaires et homogènes, où les inconnues seront 

[Pk — fk^Pk — fk] (A = l,2,...,p) 

et dont le déterminant sera encore d, où Ton aurait remplacé 
Pi*Pi9 •••> P/i psr l<^urs valeurs. Il en résulte que les crochets qui 
correspondent à une même valeur de A; sont tous nuls, et c'est 
vrai quel que soit k. 

Si l'on se reporte à ce qui a été dit plus haut, les crochets qui 
figurent dans notre calcul sont les crochets dans lesquels, après 
développement, on aurait remplacé pi, P2)..«,p^ par leurs 
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valeurs /"j, /'),..., /^> c^ nous venons de démontrer que, dans 
ees eonditions, ils sont identiquement nuls, ce qui revient à dire 
que les équations 

sont des conséquences algébriques des équations (6) ou que le 
système (6) est canonique. 

15* Systèmes canoniques particuliers» — Nous verrons plus 
tard que les systèmes canoniques où z ne figure pas offrent un 
intérêt particulier, car ils correspondent à une réduction des 
ordres d*opérations nécessaires pour Tintégration. 

On voit immédiatement que si z ne figure pas dans des équa- 
tions, z ne figure pas dans les équations d*intégrabilité corres- 
pondantes. Il en résulte que le cas où Ton arrive à Tintégration 
algébrique ne peut jamais se présenter. On arrivera à Tincom- 
patibilité ou à un système canonique dans lequel z ne figurera 
pas; donc : 

En cherchant à mettre sous forme canonique un système où, z 
ne figure pas, on constate l'incompatibilité ou on arrive à un 
système canonique où z ne figure pas. 

Considérons deux équations linéaires quelconques 

F == Atp, -4- AjPî -4 A^p^ — B = 0, 

* = A;pi h- AJp, -+- . . . a;p« — B'« 0; 

réquation d'inlégrabililé correspondante peut s*écrire 

^ /DF D* i^* DF\ D* ^ DF DF ^ D*< 
^\^i^i~Tpi^J'*''bz^^*'^i'''^z^^*^t^ ' 

ou, en vertu de la forme linéaire des deux équations 

2/DF D* D* DF\ D* .DF 
-4.B B' — «0, 
\D/>,- Dx, Dpi Dx,/ ùjj Dz 

elle est linéaire, de sorte que : 

Tout système linéaire est incompatible, s'intègre algébrique- 
ment ou donne un système canonique linéaire. 
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En particulier, considérons des équations linéaires, homo- 
gènes et ne contenant pas z. Les équations d*intégrabilité sont 
encore de même forme et il ne peut pas y avoir incompatibilité, 
puisque les équations sont certainement vérilBées par z =» c^*. 

Appelons système jacobien tout système canonique formé de 
telles équations. Nous pourrons dire : 

Tout système linéaire, homogène et ne contenant pas z, conduit 
à un système jacobien. 

Pour les systèmes particuliers que nous venons de considérer, 
les équations d'intégrabilité peuvent prendre des formes plus 
simples. 

Pour les systèmes ne contenant pas z, ces équations se rédui- 
ront évidemment à la forme 

Plus particulièrement, considérons les systèmes linéaires et 

homogènes ne contenant pas z. 

Soient 

Yi = o,pi -+- f/^8 -4- ... -4- a^p^ = 0, 

Fs = biPt -4- 6îP4 -4- . .. -4- b^p^ « 
deux de ces équations. On aura 

(F,. F,) - 2 «* r^ - 2 ^* T-^ ^ P''^*i - ''«(Pi) 

en convenant qu*en appliquant à F^ l'opération F| on consi- 
dérera les p qui figurent dans F^ comme des constantes et de 
même en appliquant à F| Topération F^. 

Les équations d'intégrabilité prennent donc ici la forme 

F^F,) - F,(F,) = 0. 

Voyons enfin les réductions dans les conditions pour qu*un 
système 

Pi— ft«-»0, Pâ — ^==0, ..., p^ — /J^ — O 

soit canonique. 
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Si z ne figure pas dans ces équations, les équations d'inté- 

grabilité 

(Pi — fi^Vi—fj) — ^ 

ne contiendront aucune des dérivées />i> Pi» •.•» p^^, de sorte 
qu*elles ne peuvent être des conséquences algébriques du sys- 
tème proposé que si elles se réduisent à des identités; donc : 
Pour que le système 

ne contenant pas z, soit canonique, il faut et il suffit que toutes 
les équations 

(Pi — fiyPj — fj)^0 

soient des identités. 

Considérons enfin un système 

Fi =p. -+- û/z+iPai+i -^ ••• -♦- oî«/i,„ = 0, 
F* —Pi -^ (^l^Pfi+i -* ■*- olp„ = 0, 
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^/ji^Pfi •+- aîI+iP/Bt+i -+-... -4- aZpm = 

et cherchons à quelles conditions il sera jacobien. Il faudra que 

les équations 

F,(F,.)-F,(F,) = 

soient des identités. Or, on peut les écrire en les ordonnant par 
rapport aux p 

I Pf,,u [F,(a'^+,) ^ F/<^*)] - 0. 

Donc, pour que le système (7) soit jacobim^ il faut et il suffit 
que Von ait identiquement 



^H^-m^) ('■;^:;:t:;:_j 
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CHAPITRE III. 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES SYSTÈMES CANONIQUES. 

16. Théorème fondamental sur Vexistence des intégrales d'un 
système canonique. 

Soit un système canonique 

Pt *== /« (^1 » • • • > ^fM ) ^» Pfl-t-t î • • • » Pmn 



■ • • 
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et un système de valeurs initiales \î, ..., xî, rfe« variables x, Soi7, 
en outre, 

une fonction de x^^,, ..., x„, analytique en xj^^,, ..., xj,, e/ 
désignons par 1q Pui.,, ..., pi /e« valeurs en xît4^, ..., x^, de 

y» 



Si les fonctions fi, f^, ..., f^, où /'on considère X|, ...» x„, 
^> P/xH> •••» Pm comme des variables indépendantes, sont analy- 
tiques Cl* xj, •.., xl, z°, pj,^.!, ..., pi, tV existe une fonction 
6(Xi Xg, ...,x„) et une seule vérifiant le système 8, analytique 
eii xj , xS, . . . , xl e^ se réduisant à 9 potir Xj = xj, . . . , x^» = xj,. 

Désignons, pour abréger, par Bi» Ë^, ..., E^ les fx équations 
du système S. 

On obtiendra toutes les équations du système S prolongé 
indéfiniment en prenant les dérivées des équations E de façon à 
obtenir une fois, au moins, chaque dérivée D. 

Or, il est évident que toute dérivée D 



OXi cX ... OXy, 
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dans laquelle «i n'est pas nui, est une dérivée de pi,etque toute 
dérivée D pour laquelle «^ = 0, est une dérivée de/>j,...,p^ 
prise uniquement par rapport aux variables Xj, ...«x^. 

Il en résulte qu'on obtiendra certainement toutes les équa- 
tions du système S prolongé indéfiniment en prenant les dérivées 
de Ë| par rapport à toutes les variables et les dérivées de 
E), ..., E^, par rapport aux seules variables x^, ..., ar^. 

Toute équation appartenant au système et formée d'une autre 
façon sera une conséquence algébrique de celles que nous 
venons de former par ce procédé. 

Convenons de désigner par £| l'ensemble de l'équation E| et 
de toutes ses dérivées ; par Si, l'ensemble des équations E^, ..., E^; 
par 87 l'ensemble des équations Si et de toutes leurs dérivées 
par rapport aux variables Xj, ..., x«, et enlBn par £ l'ensemble 
des équations S et de toutes leurs dérivées. 

Ceci posé, et pour plus de netteté, nous allons décomposer la 
démonstration en quatre parties. 

1® D'après le théorème de Cauchy, l'équation E| définit sans 
ambiguïté une intégrale analytique quand on se donne la 
fonction analytique 6i(x3, ,..fXj) à laquelle elle doit se réduire 
pour x-i = Xj. 

Nous allons nous proposer de déterminer 6| de façon que 
l'intégrale correspondante de E| vérifie, non seulement E|, 
mais aussi toutes les autres équations de S et se réduise à 

Pour que cette dernière condition soit réalisée, il faut et il 
suffit que 6| se réduise à 9 pour X|, ..., xj!,. Supposons qu'il en 
soit ainsi. La fonction /i ne contient que les dérivées p^^,, ...,p 
et les valeurs en xî,xâ, ...yX^ de z et de ces dérivées peuvent 
être calculées sur 6^ en faisant, au préalable, x^ =» xj, ..., 
x^ c=3 xji, c'est-à-dire peuvent être calculées sur 9. Ces valeurs 
initiales sont donc J^o^p^^i, ..., pi; d'après les hypothèses faites, 
fi sera analy tique en xî,...,xî., z^pji+i, ...ip,», de sorte que l'on 
sera rigoureusement dans les conditions d'application du théo- 
rème de Cauchy et qu'on obtiendra une intégrale 6, analytique 
et unique. 

3 
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2"* 6 doit vérifier les équations Si* Remplaçons-y z par 6; 
elles deviennent des identités qui continueront à être des iden- 
tités quand on y fera X| =» x\. Comme ces équations ne con- 
tiennent pas Pi, cela revient à faire x^ = x] dans les équations Si» 
ce qui donne un système Si, puis à y remplacer z par 6 dans 
laquelle on aurait également fait X| «=3 xî, c*est-à-dire par 6|; 
donc 64 doit vérifier le système Si obtenu en faisant X| =3 X4 
dans Si* 

Réciproquement, supposons que 6| vérifie S|. 6| vérifie toutes 
les équaijons dérivées de S|, équations qui ne sont que les 
équations S/ dans lesquelles on aurait fait x^ =X{. Autrement 
dit, en remplaçant z par 6 dans les équations S[\ on obtient des 
équations qui se réduisent à des identités si Ton y fait x^ «= x^. 

D autre part, 6 étant solution de Ë^, vérifie identiquement les 
équations <^|, lesquelles restent encore des identités en y faisant 

Comme toutes les équations S sont des équations S7 ou£j, 
ou des conséquences algébriques de ces équations, on peut dire : 

Si, dans toutes les équations II, on remplace z par S, on obtient 
des égalités qui deviennent des identités si l'on y fait Xj = x^. 

Prenons une équation E,(i = 2, 3, ..., /(x) et considérons ses 
dérivées successives par rapport à Xi 

P.— /;-=0, -i(p— ^;) = o, l-(p,-/;)«o, ... 

Ce sont des équations 2], de sorte que si, dans p, — /^., on 
remplace z par 6, on obtient une fonction de x^ , x^, ..., x^y 
analytique en X|, ...yX^ et qui s*annule identiquement ainsi que 
toutes ses dérivées par rapport à X| quand on y fait X| = x% 
Cette fonction est donc identiquement nulle, ce qui démontre 
que 6 vérifie toutes les équations Si. Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une intégrale 6 
de l'équation £| soit une intégrale du système S, est que sa 
fonction initiale 6^ soit une intégrale de Sj. 

3® Démontrons maintenant que Si est canonique. Les équa- 
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dons d'inlégrabilité de S| ne sont que les équations d'intégrabi- 
lilé fournies par les équations Si prises deux à deux et dans 
lesquelles on aurait fait x^ =» xî. 

Ces équations d*intégrabilité étaient relatives à S; elles se 
réduisaient à des identités en y remplaçant pi, pa» •••>/>/* pa»' 
/i> /i» •••> ffi'y comme elles ne contenaient pas p-i, elles devenaient 
des identités en y remplaçant pa, ...,P;* par /i, ...,/"/*. Supposons 
qu'on y fasse x^ = xj, on aura les équations d'intégrabilité de Si 
et elles se réduiront à des identités en y remplaçant Pa, .•.,p^ 
par /"a, ...,/j4 dans lesquelles on aurait fait or^ = arj, autrement 
dit, elles deviendront des identités en vertu des équations S^ ce 
qui démontre bien que Si est canonique. 

4"* Ce qui précède nous montre que la question est ramenée 
à démontrer l'existence de 6| vérifiant Si et se réduisant à pour 
Xj «=aîj, ...,aî^c=> a-^. D'après les hypothèses faites sur G et S, 
les seconds membres des équations S| sont analytiques en 
acj, ...,0*2,, 2®, pj^^i, ...,pi, de sorte que c'est exactement le même 
problème, mais pour un système ayant une équation et une 
variable de moins. 

Sur B| et 8|,nous pourrons recommencer les raisonnements 
précédemment faits pour 6 et S. Nous déterminerons 6|, au 
moyen de la première équation de Si, par sa fonction initiale 
pour Xa = xj, soit ©^(xs, ..., xj), qui devra se réduire elle- 
même à 9 pour X5 = xj, ..., a?ju = x^ et vérifier un système Sj 
qu'on obtiendra en faisant x^ «=» xj, Xj = xj dans les fz — 2 der- 
nières équations de §. 

On aura, en continuant ainsi, des fonctions intermédiaires 

vérifiant les systèmes successifs 

Le dernier, S^^i, est composé d'une seule équation 

P/X "= ^(X|, ..., X^_|, JTym, .*. , 0"^, 2)P/A-)-l9 '*' >Pt»} 
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qui» d*après le théorème de Gauehy, admettra une et une seule 
intégrale 6^.i, se réduisant à 6 pour x^ => xji. 

La démonstration est donc terminée. Ce théorème est une 
extension du théorème de Cauehy relatif à une seule équation. 
Pour abréger, nous rappellerons théorème de Cauehy généralisé, 

17. Problème de Cauehy. — Considérons , dans Tespace 
à m + 1 dimensions 9 une multiplicité ponctuelle M^.^ à 
m — fA dimensions, supposons que ses équations soient mises 
sous la forme 






et cherchons à voir s'il existe une intégrale de S passant par 
M„_^, c'est-à-dire se réduisant à ç si l'on y fait x^ = ?i, ..., 

X^ = Çyui. 

Faisons le changement de variables 

Xi -^ f I ■= X| , ... 9 Xfi -^ f^ *=» X^ 9 ^/A + l ^" ^/«.-M » • • • • «^tn "^^ X,„. 

On aura un nouveau système S' 

/>;-A' = o, p;-^; — 0, .... p;,-/-;_o 

que devra vérifier z exprimée au moyen de nouvelles variables, 
et z devra maintenant se réduire à ^(xjl^+i, ..., xl^,) pour x[ =» 0, ..., 
xj^ = 0. Comme 8' est canonique (§ 13), en général, d'après le 
théorème de Cauehy généralisé, cette intégrale existera et sera 
unique, de sorte que : 

Etant donné un système eanonique S à m variables et (i équa- 
tionSy et, dans V espace à m 4- 1 dimensions, une multiplicité 
ponctuelle M«_^, il y a^ en général, une et une seule surface 
intégrale passant par M„_^. 
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G est la recherche de cette surface intégrale qui constitue ce 
qu'on appelle le problème de Cauchy, C'est le problème le plus 
général que Ton puisse se poser sur la détermination d'une 
intégrale et qui soit sûrement résoluble. 

D'après le calcul précédent, on peut généralement ramener, 
par un changement de variables, au cas oii les équations de 
M,^;x sont 

c'est-à-dire à chercher une intégrale qui est définie comme il a 
été indiqué dans l'énoncé du théorème de Cauchy généralisé. 

A partir de ce moment, chaque fois que nous chercherons à 
traiter le problème de Cauchy, ce qui sera d'ailleurs le but prin- 
cipal que nous proposerons d'atteindre, nous le prendrons sous 
cette forme réduite. C'est ce que nous avons déjà fait dans le 
cas des équations linéaires (§§ 3, 4, 6, 7). 

18. Réduction à des équations successives. — La démonstra- 
tion du théorème de Cauchy généralisé nous fournit en même 
temps une propriété d'une grande importance. 

Reprenons les systèmes successifs 8, 8i> .••»8yut-i et soient 

e, . . . Pi^=f\{Xxy »a:«.> «>/>/*+!» •.•>Pm)> 

«4 . . . p* — /i(arî, Xî, j^f^, z,p^+i,...,p„), 



• 



^yiA • • • f/A "^ //A^^iJ •••) ^/Ul+1> X/1» •••} •'^ml ^> P/A+l> •••»P»rt/ 

les équations obtenues en prenant seulement la première de 
chaque système. 

D'après ce qui a été dit, pour avoir l'intégrale 6 qui vérifie S 
et se réduit à 6(x^+i, ..., x^ en xj, ..., x^, on devra considérer 
une suite de fonctions 

©{Xyui^l, .. .5 X,„), ®yut-l\Xyui, .. ., X„J, ..., ®i(Xs, ..., X,j,), ®[X|,..*,T„) 



(38) 

dont la première est donnée à Tavance et dont les autres 
s'obtiennent de proche en proche par le procédé suivant : Chaque 
fonction B, est une intégrale de e^i déterminée par la œndition 
de se réduire à B^^j pour x,^| ^^ê xf^.,. 

La dernière fonction obtenue par ce procédé est l'intégrale 
cherchée 0. 

Pour avoir la solution du problème de Cauchy pour le sys- 
tème S, on est ainsi ramené à résoudre le même problème 
successivement pour les équations c^, e^_|, ...,«„ c'est-à-dire à 
intégrer ces équations successives. 

Considérons Tune quelconque de ces équations 

il y figure les m — i -+- 1 variables x,, ..., x^, mais il n'y entre 
que les dérivées PoP^^-n '''fP^f de sorte que, au point de vue 
de l'intégration, on pourra considérer x^^.,, ... , x^_, comme des 
constantes, et alors il ne restera plus que m — fx -f- 1, véritables 
variables qui seront x,, x^^j, ..., x„. 

Nous obtenons ainsi ce résultat intéressant : 

Théorème. — L'intégration d'un système canonique de fx équa- 
tions simultanées à m variables peut toujours se ramener à 
tintégralion successive de fx équations du premier ordre à 
m — fx -+- 1 variables. 

4 

19. Réduction à une seule équation. — De la démonstration 
qui a été donnée pour le théorème de Cauchy généralisé, on 
peut déduire une réduction encore plus complète du problème 
de l'intégration. 

Supposons que, dans S on fasse le changement de variables 

Xi«-xî-4-yi, Xg — X? -4- t/,!/,, ..., x^ «= x^ -I- y,y^ , 

^fjL-{-i ■** VyiA-H » • • • » ^wi ^° Vm y 
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et désignons par 9i,9i>...9 9» les dérivées de z par rapport 
aux nouvelles variables. On aura 

?/*4-l *™ P/*+i » • • • » Cm =™ Pm • 

Le système transformé sera, en désignant par/î,/^, ..., /^ les 
fonctions /* où Ton aurait remplacé les x au moyen des y et 

9« -= yiA' . 



• • • • 



Ce système est résolu par rapport à fx dérivées et, étant trans- 
formé d'un système canonique, est aussi canonique. 

Pour intégrer Si il suffit d'intégrer s. Supposons qu'on sache 
intégrer la première équation de s 

R 9* «F, 

équation que nous appellerons la réduite du système S, et cher- 
chons à quelles conditions une intégrale de cette équation est 
une intégrale du système s. 

Nous commencerons par remarquer que si les fonctions /'sont 
analytiques pourx^ = xî, ...,x^ = xji et pour certaines valeurs 
initiales de x^^.!, ..., ^»» ^» P/a+i» •••>?«.> les fonctions f et 
aussi F seront analytiques pour 2/1 <=» 0, et pour certaines valeurs 
initiales de Vs» •••> !/»> ^9 9^+n •••*9m> de sorte que nous pou* 
vons définir des intégrales analytiques de R au moyen de leurs 
fonctions initiales pour y^ «=3 0. 

Soit donc 4> une intégrale de R ayant pour fonction initiale 
f (yj,...,^^). Pour que 4> soit une intégrale de «, il fau^et il 
suffit, comme nous Pavons montré, que sa fonction initiale f 



/ 



(40) 

vérifie le système obtenu en prenant toutes les équations de «, 
sauf la première, et y faisant f/f «a 0, c'est-i-dire que Ton ait 

— «0, ..., ——0. 

Pour qu^une intégrale de R soit une intégrale de s, il faut et il 
suffit que sa fonction initiale ne dépende que de y^^+i, .. ., y».. 

Si on sait intégrer R, « intégrer » signifiant quon sait traiter 
le problème de Cauchy, on saura certainement trouver toutes les 
intégrales de s, ei, en revenant aux variables primitives, toutes 
celles de S. 

Supposons qu'on veuille traiter le problème de Gauchy pour 
le système S» c'est-à-dire trouver Tintégrale 8 , analytique en 
xj, ..., xl, et qui, en xj, ..., a^Ji» se réduit à 6(x^4.o . ..,x^). 

O exprimée au moyen des j/, sera une fonction analytique 
pour l/i = 0,y^+i = x^+4, ...,y» = xî., quelles que soient les 
valeurs de yg, ..., y^, et qui, pour y^ = 0, se réduira à 

En outre, les valeurs de q^+if-tQmf po"r Z/i = seront 
égales aux valeurs de Pyui+i, ...,Pm en xj, ..., xj^, c'est-à-dire 
seront pji^.|, ...,/>î,. Il en résulte que les fonctions f et, par 
suite, la fonction F, seront analytiques pour j/i = 0, y^^^ 
= a:^+i, ••., ym = arl, z = zO, 9^+, =p^+,, ..., ?« ==PÎL quelles 
que soient les valeurs de yj» ••m2^/a* 

Pour déterminer 8 comme solution de R au moyen de sa 
fonction initiale ^(yfi^i, ...,y»), on sera donc rigoureusement 
dans les conditions d'application du théorème de Cauchy et 
R possédera une seule intégrale analytique se réduisant à 
6(y/t*+n •••> !/,!.)• C'est dans cette intégrale bien déterminée qu'il 
faudra faire le changement inverse de variables pour avoir l'inté- 
grale cherchée du système 8. 

L'équation R ne contient que les dérivées ç^, 9/a+o •••»?»> 
pour l'intégrer, on peut considérer yj» •••> 2//* comme des 
constantes, de façon que R soit une équation à m — fx -h 1 
variables. 
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En cominuant à aUribuer au mot intégrer le sens précis déjà 
indiqué, nous pouvons en toute rigueur énoncer le ihéorème 
suivant, qui est fondamental pour la suite : 

Théorème. — L'intégration d'un système canonique de a équa- 
tions à m variables peut toujours se ramener à l'intégration d'une 
seule équation à m — [jl -+- i variables. 

Pour lar suite, nous conviendrons de désigner toujours par la 
lettre O les intégrales de R qui correspondent à des fonctions 
initiales indépendantes de y^, ••m^/a ^^ nous dirons : 

L'intégration d'un système canonique de [t. équations à 
m variables se ramène à la recherche des intégrales © de sa 
réduite R. 

20. Intégration d'un système canonique dans le cas de p = m. 
— Cette intégration est immédiate d'après ce qui précède, car 
Téquation R est ici à m — m + 1 variables, c*est une équation 
différentielle ordinaire 

dz 

Une intégrale de S est déterminée quand on se donne la 
constante 6 à laquelle elle se réduit quand on y fait a*| ==a;7, ..., 
a;^ = x°. Il faudra donc chercher l'intégrale de l'équation diffé- 
rentielle R, qui, pour j/i = 0, se réduit à la constante absolue 6, 
et y faire ensuite le changement inverse de variables. 

Si 

*(yi»ya,...,j/«o^) = c^« 

est l'intégrale générale de R, la constante du second membre 
doit être considérée comme une fonction de y^, ...,^^ et, pour 
avoir la fonction O exprimée au moyen des variables y, il suffit 
évidemment de résoudre l'équation 

*(yi» ys, •.. » 3/«o ®) -= *(0, y*, ..., y«, «). 
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Le calcul se simplifie quand z ne figure pas dans S; alors z ne 
figure pas dans R et Tinlégration de celte équation se fait par 
une simple quadrature partielle. On aura 





et, par suite, 










— 6 -4- / F(y4,y„...,yjrfy,. 



21. Intégration de l'équation aux différentielles totales. 

dz = fidXi + ftdxf H h Ldx„,, 

Ce problème se ramène immédiatement au précédent, car il 
consiste à trouver une fonction z de or^jX^, ...,^m l^llc <iue 
Ton ait : 

/^i = A» Pi = /i» •••» P«. = A.ï 

Si ce système n'est pas canonique, en formant les équations 
d'intégrabilité, on constatera qu'il est incompatible ou on Tinté- 
grera algébriquement, et dans ce dernier cas, dans l'expression 
de ses intégrales ne figurera aucune quantité arbitraire. 

Si le système est canonique, son intégration se ramène à celle 
d'une équation différentielle ordinaire R et Pcxpression générale 
des intégrales 8 de cette équation contiendra une constante 
arbitraire. 

Dans le cas où les fne contiennent pas jz, la recherche de z 
se ramène à une quadrature partielle et la constante arbitraire 
qui figure dans Texpression générale de z est une constante 
additive. 



22. Intégrales singulières. Intégrales infiniment voisines. — 
Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, on ne 
considère que les intégrales analytiques, car ce sont les seules 
qu'on sait utiliser et les seules dont on sait démontrer l'existence. 
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Le théorème de Gauchy généralisé fournit de telles intégrales, 
mais rien ne prouve a priori quil les fournisse toutes. 

S'il existe des intégrales analytiques et ne pouvant pas être 
obtenues par Tapplication du théorème de Cauchy, nous les 
appellerons intégrales singulières. 

Considérons un système S non résolu^ mais auquel on aurait 
appliqué la méthode du § 14 de façon à le compléter. Il est alors 
formé de fx équations 

résolubles par rapport à fx dérivées, et cette résolution fournit un 
système canonique. 

Convenons de désigner par d|, ^3, ..., ^v^ tous les détermi- 
nants fontionnels de la forme 

D(F|, Fj, ..., F^) 



obtenus en prenant toutes les combinaisons p à p de p^, P2> •••> P»* 
Soit yP une intégrale analytique de S, c'est-à-dire analytique 
dans certaines régions de Tespace à m + 1 dimensions. Dans une 
de ces régions, prenons un point arbitraire Mq et désignons par 
élément de l'intégrale en Mq l'ensemble des valeurs xj, ..., a?i, 
^^ Po •••> Pm qtie prennent les x, z et les p pour W en ce point, 
et supposons que ^ ne soit pas telle que l'une des fonctions F 
cesse d'être analytique en chacun de ses éléments (*). 

Supposons que les d ne soient pas tous identiquement nuls 
pour tous les éléments de W. On pourra alors trouver un 
point Mq tel que, pour Télément correspondant de W^ tous les F 
soient analytiques et que Ton ait 

D(F„F„...,F^) ^^ 



D'après le théorème général sur les fonctions implicites, les 

(') Il peut exister de telles intégrales, mais nous ne les étudierons pas. 
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équations F pourront être résolues par rapport àp^,pa,, —jPje 
en donnant 

(o ) • • Poct *^ fat 5 Pat "^ /«t> • • • 1 Pa» ^'^^ Aa„ » 

les f étant analytiques pour les valeurs initiales x]^..., arf., 
jï®, p^,, . . . des X de jzf et des autres p et se réduisant respective- 
ment à p^, ...,p° pour ces valeurs initiales. 

Si S est indécomposable, le système résolu auquel nous arri- 
vons est certainement canonique, car s*il ne Tétait pas, il donne- 
rait des équations complémentaires et les autres déterminations 
qu*on en pourrait tirer pour Pj^, , • • . > p^ > n*étant pas analytique- 
ment distinctes de celles que nous considérons , conduiraient 
aussi à des équations complémentaires qui, analytiquement, ne 
seraient pas distinctes des premières, de sorte qu'il y aurait des 
équations complémentaires distinctes des équations F et qui 
seraient vérifiées par toutes les intégrales de g, ce qui est con- 
traire aux hypothèses faites sur ce système. 

Considérons la fonction W; elle doit vérifier Tun des systèmes 
que Ton obtient en résolvant 8 par rapport à p„^, ..., p^j , et 
comme il n'y a que 8' pour lequel /«,,..., 4 se réduisent à 
P«i> '-'fPl^ pourx;,...,x^,20, p%^, ..., cette intégrale V véri- 
fie 8. 

Si nous désignons par W(xp^, ...) la fonction à laquelle elle 
se réduit en xj^,, ...,»„ » <>" peut dire que W est une intégrale 
de 8', analytique en xj, ..., xj, et se réduisant, en x"^, .... xj^ , à 
la fonction tp(x^,, ...) qui est elle-même analytique en x^^, ... 

Inversement, cherchons à définir une intégrale de 8', analy- 
tique en xj, ..., xj,, et se réduisant en xj^^, ...jx" à la fonction 
^(xp^, ...). Les valeurs en xj, ..., x^^ de z et de ses dérivées p^^ ..., 
calculées au moyen de tp, sont précisément 2^p^, ..., et, d'après 
ce que nous avons vu, les fonctions fat* •.-ffa sont analytiques 
en xj, ..., x^,2^p^„ ...; de sorte que, par l'application rigoureuse 
du théorème de Cauchy généralisé, on peut affirmer que 8' 
possède une intégrale analytique et une seule ayant la fonction 
initiale ^. L'intégrale ainsi calculée est donc identique à W, 
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L'inlégrale W étant une intégrale donnée par le théorème de 
Cauehy, n*est pas singulière. Nous en tirons cette conclusion : 
Pour qu'une intégrale soit singulière^ il faut et il suffit qu'elle 
annule identiquement tous les déterminants d, en faisant toutefois 
la restriction que les équations du premier ordre 

ne soient pas toutes des conséquences algébriques des équations 
du système S» de façon que celui-ci possède des intégrales non 
singulières. D*ailleurs, ce fait ne peut, en général, se présenter 
que pour des équations dont les premiers membres sont des 
puissances de certaines fonctions. En simplifiant les équations, 
on le fera disparaître. Nous arrivons ainsi à ce théorème : 
Les solutions singulières du système 

(8) . . . . F4 = 0, F,-=0, ..., F^ — 

supposé tel que les équations [F^, Fj] en soient des conséquences 
algébriques, sont les intégrales du système du premier ordre 

F, = 0, F, = 0, ..., F^ = 0, 
Oj «« , Oj = , • • • ) o» ^^ 0. 

Supposons qu*on cherche à mettre ce système sous forme 
canonique. II pourra se présenter trois cas. 

S*il est incompatible, c*est que S n'a pas de solutions singu- 
lières. 

S'il s'intègre algébriquement, c'est que S a une ou un nombre 
limité d'intégrales singulières. 

Enfin^ s'il se ramène à un système canonique S|> c'est que S 
aura une infinité d'intégrales singulières qu'on obtiendra en 
cherchant toutes les intégrales analytiques de Si- 
Mais Si peut avoir & son tour des intégrales analytiques 
singulières fournies par un système S^ obtenu en ajoutant à S^ 
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des équations analogues aux équations d. Ensuite Si pourra, à 
son tour, avoir aussi des intégrales singulières, de sorte que 8 
pourra avoir : 

Des intégrales simplement singulières, qui seront des intégrales 
non singulières de 8^; 

Des intégrales doublemenl singulières, qui seront simplement 
singulières pour Si et non singulières pour S^; et ainsi de suite. 

On trouve ainsi, au plus, m — ^x ■+■ i catégories d'intégrales 
singulières, car on passe de S à Si en lui ajoutant des équations d 
qui ne sont pas toutes des conséquences algébriques des équa- 
tions de S; on a ainsi au moins /x -t- 1 équations distinctes; en 
mettant sous forme canonique, on ne pourra qu'ajouter de nou- 
velles équations, de sorte que Si aura au moins /ui + 1 équations 
distinctes. 

Il en sera de même chaque fois qu'on passera d*un système 
au suivant, de sorte qu'au bout de m — /:a + 1 telles opérations, 
au plus, on aura un système qui sera composé d'au moins 
m -4- i équations distinctes, c'est-à-dire sera incompatible ou 
s'intégrera algébriquement et, pour lui, il n'y a plus de distinc- 
tion possible de ses intégrales en singulières et non singulières. 

Pour donner un exemple d'intégrales singulières des diverses 
catégories, considérons l'équation à trois variables 

(8) Pl-{pl-p\)'==0; 

les équations d sont ici 

P5 = 0, {p] — p\)p^ = 0, (;>î— />8)'pi — 0. 

En les ajoutant à l'équation donnée, on a un système qui se 
décompose en deux autres 

P5«==0, p, «=0, p, = 
et 

(Si) Ps — O, ;/* — jt/î = 0. 
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Comme les solutions du premier sont solutions du second, 
nous pouvons nous borner à celui-ci. Il y a des intégrales qui 
dépendent d'une fonction arbitraire d'une variable et qui sont 
des intégrales simplement singulières de Téquation donnée. Mais 
il a aussi des intégrales singulières, car les équations d corres- 
pondantes sont 

(&) P5==0, p, = 0, p. = 0. 

Gomme les équations 8| en sont des conséquences algébriques, 
on a ainsi S2 qui admet Tinlégrale générale z =» c*". Ces inté- 
grales sont doublement singulières pour S. 

Revenons aux intégrales non singulières d'un système cano- 
nique. Si \P* est une telle intégrale, on pourra trouver un élément 
at^n •••> »m> 2^ PÎ» •••> P» l<?l qtie 8 soit résoluble par rapport 
à II dérivées, pi, pj, ..., Pf^f par exemple, et donne des fonctions 
A^/i» ...,/"/* analytiques en a:?, ...,ari, 20^p°4.,, ...,p^ 

Soit ^ {x^+i, ..., or^) la fonction initiale de W et soit 
X(^/*+i> •••> ^»» fl|>«8-. •••> ûy) une fonction dex^^,, ..., ar^et de 
y constantes arbitraires assujettie à la seule condition d'être ana- 
lytique en x^+i, .M^l) ^î» ••M^'v et de s'annuler identiquement 
pour a| = Oi , . . . , cTy «== ^ïy 

Dans S, considérons, comme des variables, non plus seule- 
ment les X mais aussi les a et appliquons le théorème de Gauchy 
généralisé ; il existera une intégrale 

analytique en arj, ...,xî„ oj, ...,0® et se réduisant en xj, ...,apj, 
à la fonction <p + x* 

Si on donne aux a leurs valeurs initiales, W vient se con- 
fondre avec W et, de ce que 4^' est non seulement une fonction 
analytique des x mais aussi des a, résulte, qu'étant donné à 
l'avance un nombre a, on pourra trouver des nombres rj r^, ..., 
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r^y Pi, p2, ..., py, tels que pour toutes les valeurs des x et des a 
satisfaisant aux inégalités 

I art — xj I <r4,..., I x„ — xi I <r« 
Oi — a? I < Pi» •••» I «V— a? I < pv 



on ait toujours 

I y' — T I < a. 

C'est ce que nous exprimerons en disant que l'intégrale W 
est inflniment voisine de Tinlégrale W. Ainsi, toute intégrale non 
singulière possède des intégrales infiniment voisines. 

Si une intégrale n*en possède pas, elle est forcément singulière. 

Cette condition est suffisante mais non nécessaire. 

Par exemple, si le système S possède des intégrales double- 
ment singulières, le système S| qui admet des intégrales dépen- 
dant d'arbitraires a pour intégrales non singulières les inté- 
grales simplement singulières de S, celles-ci possèdent donc des 
intégrales infiniment voisines. 

23. Transformation d'un système où figure la fonction incon- 
nue en un autre où elle ne figure pas. — On emploie pour cela 
Tartifice suivant : On considère l'inconnue z comme déterminée 
par une équation 

Ç ^Xj , . • • , Xtn , Zf ^^^ vF 

et alors le problème revient à déterminer la fonction ^des m -h 1 
variables X;!,...,^», z de façon que Téquation obtenue en 
régalant à zéro donne une fonction z qui soit une intégrale du 
système proposé. 

Convenons de désigner par P^, ..., P«, P© les dérivées de X^ par 
rapport à x,, ..., x., z. Les dérivées de la fonction z, déduite de 
réquation t^ = 0, seront 

Pi P« Pm 

p, = _-, p, = — -., ..., p^«__, 

en supposant que dans Pf,...,P,„, Po on ait remplacé z par 
sa valeur. 
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Soit 

une équation que doit vérifier z^ on devra avoir 

/ Pi ^J\ 

et cette équation devra être vérifiée en vertu de 2^ = 0. 

Pour l'instant, en ne tenant plus compte de la signification 
de ^, considérons cette équation comme une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre à m + 1 variables indépendantes 
x^y ..., x^, z et à rinconnue ^^ et remarquons tout de suite que 
cette inconnue n'y figure pas. 

Pour abréger, désignons-la par F' et appelons-la : transformée 
de F. 

Soient deux équations F => 0, 4> «» 0, et leurs transformées 
F' et*'. 

On a 

'^Pdf/d* d*\ d* /df df\1 



et 



*^ I Î)F D* t D* DF 1 \ 

(F' * ) =s > I 1 

Si \ ^Pt ^Xi Po ^Pi ^Xi Po/ 



D* *Sf DF P, ùF '^ D* P, 
■*■ DÏ â DJ^, PJ ~ D« à ^< Pî' 

dans la seconde formule, on convient qu'après avoir pris les 
dérivées ^ et |^ , on y remplacera p, par — p^ • 

En adoptant complètement cette convention, on voit qu'on 
pourra écrire 

Dz éi ^p< ^^ éî ^Pi 

ou, plus simplement, 

P^F',*') [F.*], 
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ce qui montre que l'équation d*intégrabilité fournie par les trans- 
formées F' et 4>' de deux équations F et ^ est la transformée 
de l'équation d'intégrabilité fournie par ces deux équations. 

Si, en outre, on remarque que des équations distinctes donnent 
des transformées distinctes, puisque, au point de vue algébrique, 
on ne fait que changer le nom de certaines quantités appelées 
primitivement Pt et maintenant — |i, on voit nettement qu'étant 
donné un système quelconque s et son transformé «', la réduc- 
tion de ces deux systèmes à leurs formes canoniques se fera 
parallèlement; à chaque instant, les équations obtenues pour le 
second seront les transformées des équations obtenues pour le 
premier; au moment où, pour Fun d*eux, les conditions dlnté- 
grabililé seront vérifiées, il en sera de même pour Tautre. 

Si S et S' sont les deux formes canoniques, on pourra, pour 
trouver S', partir de s, commencer à former les équations d'inté- 
grabilité qu'on doit lui ajouter, puis, à un moment quelconque, 
faire la transformation et continuer, à partir de ce moment, à 
former les équations d'intégrabilité sur le système transformé, on 
arrivera toujours au même système S'. 

En particulier. S' sera le système transformé du système cano- 
nique S. 

Considérons un système canonique S 

Pi = M (^1 > • • • > ^m » * > P/*+« > • • • > Pm) 5 
>^.v / P« "^ A (^i > • • • 7 ^m » * I P/A+i 1 • • • > Pm) y 

PfJi =™ ff^i^i » • • • > ^m » ^ > Pf^+i 5 • • • > Pmh 

Le système transformé sera 

^ — — Po/i («i, ..., x^, z, ^ » .... — -^1 , 
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1 Pf -» — Po/'j I «I , ..., x„, z, — — . • • . » — "5" ) ' 
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il est résolu par rapport à (i dérivées et^ comme nous venons de 
le montrer, il est certainement canonique. 

On peut aller encore plus loin. Considérons les réduites R et 
R' de S et de S' (^ 19). Dans les deux cas, il faudra prendre les 
nouvelles variables j/| , j/^, ..., y^ définies par 

X4 = xî-f.yi, Xj^xJ-^y^y,, ..., Xa = xj, -4- y,y^ 

et conserver les autres variables, c'est-à-dire x^^,, ...,x^ pour 
8 et x^+i, ..., x^, z pour S'. 
L*équation R sera 

9i*= A(yi» >ym» 2, (y^+4, ..., qfj 



et réquation R' sera 

g, s= — w<iyi, » ymj ^> — 7;—' •'•' — 77-1 

— ytWsl^o ••••> ym) ^> — TT-^' ••• » — 77-1 

— ï/iW/x^yi» •••> ym> «j — ô"' '** ' "^ïï"/' 

On constate que R' est la transformée de R, d'où cette con- 
elusion : 

Quel que soit le degré de réduction auquel on veut ramener un 
système, le changement qui fait disparaître la fonction inconnue 
peut être fait à un moment quelconque, le résultat est toujours le 
même. 

Arrivons maintenant aux relations entre les intégrales d*un 
système S et celles de son transformé 8'. 

Pour que 

ç(xi, ..., x„, z)««0 
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donne une intégrale de S> il faut et il sufHt que les équations S' 
deviennent des identités en vertu de Ç >» 0. Il en sera certaine- 
ment ainsi, si 2; vérifie S' quelles que soient x^x^, ..., x., z» 
c'est-à-dire si 2; est une intégrale de S'. 

Cherchons si» de cette façon, on peut retrouver toutes les 
intégrales de S. 

Soit W une intégrale de S possédant des intégrales infiniment 
voisines ; comme il a été montré dans le paragraphe précédent, 
il sera possible de trouver une famille d'intégrales, dépendant 
d'une constante arbitraire a et donnant W pour une valeur par- 
ticulière de cette constante, par exemple pour a = 0. 

Soit 

z = Z(x,, ..., ar„, a) 

Texpression générale de ces intégrales et 

la même équation résolue par rapport à a. 

L'équation Ç — a = donnant par sa résolution une inté- 
grale de S, en portant {; — a dans S' on devra avoir des 
équations qui devront se réduire à des identités quand on y 
remplacera z par Z. 

Mais ^ — a et Ç ont les mêmes dérivées, de sorte qu'en por- 
tant ( — a dans S' on a le même résultat qu'en portant Ç et que 
ce résultat ne contient pas a. Les équations obtenues sont de la 
forme 

U(X|,...,x,„,«) = 0. 

Je dis qu elles sont des identités. Il suffit, pour le montrer, de 
faire voir qu'étant donné à l'avance un système quelconque de 
valeurs xj, ..., xi, z^ ce système vérifie U «= 0. 

Par hypothèse on a, quelles que soient X|, ..M^m» ^» 

U[x,, . .., x^, Z(x, , . .. , x„, o)] = ; 
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donnons à x^ , ...^ x„ les valeurs x^, .. ., xl et à a la valeur 

Z prendra la valeur z^ et Ton aura bien 

u(x;,...,x?„,0°)«o. 

Nous obtenons alors ce résultat : 

Toute intégrale non singulière de S peut s'obtenir en égalant 
à une intégrale convenable du système transformé S^ 

D'après ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, s'il 
existe plusieurs catégories d'intégrales singulières^ on obtiendra, 
au moyen de S'» toutes les catégories, sauf peut-être la dernière. 

En dernier lieu, supposons qu'on veuille traiter le problème 
de Gaucby pour S, c'est-à-dire chercher l'intégrale 6 ayant pour 
fonction initiale 6(x^+i, ..., 3c„). Il nous faudra chercher une 
intégrale O du système transformé S\ telle que 

Soit (f(XfJ,^^f ..., x^, z) une fonction s'annulant identiquement 
pourzBaO; on pourra prendre pour <I> l'intégrale de S' qui 
aura pour fonction initiale 9. On a ainsi une infinité d'intégrales 
de g^ fournissant l'intégrale B de S. Ce fait s'explique aisément, 
en remarquant que les intégrales de S' dépendent d'une fonc- 
tion arbitraire de m — fx + 1 variables, tandis que celles 
de S dépendent seulement d'une fonction arbitraire de m — fx 
variables. 

La manière la plus simple d'obtenir l'intégrale O sera évidem- 
ment de chercher l'intégrale <I> qui a pour fonction initiale z — 8. 
C'est ce que nous avons fait dans le cas d'une équation linéaire 

(S 6)- 

Nous avons vu que la transformation qui fait disparaître 
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I*inconnue peut se faire à un moment quelconque de la réduc- 
tion à la forme canonique. Dans la pratique, il vaut mieux ne la 
faire qu^au moment où Ton est arrivé à cette forme canonique; 
cela vient de ce qu'un système ne contenant pas Tinconnue est 
incompatible ou canonique. Si S' est canonique, il en est de 
même de S, mais si S' est incompatible, c*est que S est incompa- 
tible ou s*intègre algébriquement. Sur S' cette distinction dispa- 
rait. Comme les calculs de réduction sont exactement les mêmes 
avant ou après la disparition de Tinconnue, il vaut mieux les 
faire avant, de façon à obtenir Tintégration algébrique si elle se 
présente. 
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CHAPITRE IV. 

INTÉGRATION DES SYSTÈMES CANONIQUES LINÉAIRES. 

24. Réduction à une seule équation linéaire. 
Je ne ferai que signaler la proposition suivante : 
L'intégration d*un système canonique linéaire de \i équations 
à m variables peut se ramener à l'intégration successive de 
Il équations linéaires du premier ordre, à m — fx -f- 1 variables, 
qui n*est qu^un cas particulier de la proposition générale du § 18. 
Gomme on sait intégrer une équation linéaire au moyen d'équa- 
tions différentielles ordinaires, on a ainsi une méthode d'intégra- 
tion des systèmes canoniques linéaires par des équations diffé- 
rentielles ordinaires. Cette méthode exigera des opérations 
successives d'ordres 

m — /M -♦- i , ... , 2, i , m — A« -*- i » ••. > 2, 1 , ... , m — a* -♦- i , ... , 2, 1 . 

Si z ne figure pas dans S., les équations linéaires à intégrer 
seront homogènes et ne contiendront pas z, de sorte que les 
opérations successives seront d'ordres 

m — A*, ..., 2, i, m — /tt, ..., 2,i, ..., m — fA,...,2, i. 

On obtient un procédé beaucoup plus simple et qui est dû à 
Mayer en appliquant la propriété générale du § 19. 

Le système S étant linéaire, sa réduite R sera également 
linéaire, ce qui donne, en se rappelant les définitions des inté- 
grales O d'une réduite R : 

Théorème. — L'intégration d'un système canonique linéaire se 
ramène à la recherche des intégrales O d'une équation linéaire. 
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26. Cas des systèmes jacobiens. — R est alors une équation 
linéaire et homogène ne contenant pas z, soit 

On aura (§4) à intégrer le système 

dy, dyfi^, dy„ 

Soient 0|, *j, ..., <I>^_^ ses m — (x intégrales distinctes. 
Les intégrales particulières Oy^+i» ...» 9., qui se réduisent res- 
pectivement à 2/ft+o •••• .Vm pour ^i=»0 seront obtenues en 
résolvant le système 

*i «-*i(0, ys, , yyt*, 0ytt+i, ..., ej, 

*8 =*î(0, y,, ,y^, 0/*+o...,®m), 

^m-yt^^^m-ZCilO» yiî •••» î/itt» 0/A+l, ..., ©m)- 

En refaisant le changement inverse de variables, O^+i, ..., ^m 
deviendront les intégrales de S qui se réduisent respectivement 
i ^/A-H» ..., ^f» en acj, ..., ap]ît et l'intégrale qui a pour fonction 
initiale 8(x^4.|, ...,a:m) sera alors 

= 0(0^^,, ...,0j. 

En résumé, nous obtenons le résultat suivant : 

L'intégration d'un système jacobien de fx équations à m varia- 
bles se ramène à celle d'un système de m — {x équations différen- 
tielles ordinaires du premier ordre. 

Et cette intégration exige des opérations successives d'ordres 
iw — fjCy m — fi — i, ..., 3, 2, i. 

Soient tpi, •••> 4'«-/*' ^ — F- fonctions distinctes de ac^^, , ..., x„ ; 
soient W^, ...,^«_;a, les m — fx intégrales de 8 qui ont ^i, ..., 
^m~fi9 comme fonctions initiales. Ces m — p intégrales sont 



(57) 

forcément distinctes, car s'il existait entre elles une relation, 
qu*on pourrait mettre sous la forme 

il en résulterait, en y faisant «, «« ocj, ..., x^ = xj^, 

et les fonctions <p ne seraient pas distinctes. Donc : 

Un système jacobien admet toujours m — fx intégrales dis- 
tinctes. 

Réciproquement, soient ^|, ..., ^«_^, m — fx intégrales 
distinctes, leurs fonctions initiales en Xi, ...,x^ sont forcément 
distinctes, car si elles ne Tétaient pas, il y aurait entre elles une 
relation de la forme 

la fonction 

serait une intégrale de S, à cause de la forme linéaire et homo- 
gène de toutes ses équations, et elle se réduirait en Xi, ...,^j!c 
à 4^1, ce serait donc W^^ de sorte que les intégrales W ne seraient 
pas distinctes. 

Soit alors W une autre intégrale de 8. Puisque 4'i> •••» ^m-fi 
sont distinctes, sa fonction initiale 4* pourra s*exprimer au 
moyen de 4^1, ..., ^«_/» 

la fonction 

sera une intégrale de S, se réduisant, en xî, ..., x^, à <p, c'est 
donc W^ de sorte que : 

Un système jacobien ne peut avoir plus de m — p intégrales 
distinctes. 
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Y|y ..*, Y^^ étant m — u intégraies distinetes qudcoBqiies, 
on poarra dooe dire que Hnlcp^le générale da système S est 

V étant une fonetion arbitraire. 

26* Béduciion qwmd on cammaii déjà des imiégrales. 

Supposons qo*on connaisse d*a¥anee y intégrales particoJières 
et dislinetes da système jaeobien S. Soient *F|,...,¥«« On 
pourra trouYer m — y autres fonetîons ¥>fi>**->^»« formant 
avec les y premières un système de m fonetîons distinctes. 

En faisant le changement de yariables 

le système 8 se transformera en un autre système qui, résolu, 
sera encore jaeobien (§ 13) et qui admettra les intégrales 
x\fXtf ... ,x^; il n*y figurera pas les dérivées de Tineonnue par 
rapport à ces variables, de sorte que, pour Tintégrer, on pourra 
considérer fl:^,...,a:!^ comme des constantes. Le système trans- 
formé sera un système jaeobien de fx équations à m — y — u 
variables, son intégration se fera an moyen d*un système de 
ffi — : y — fi équations différentielles ordinaires, c>st-à-dire par 
des opérations successives d^ordres 

m — y — /4, fit — y — fi — i, ..., 5, 2, 4. 

On peut d^ailleurs considérer la réduction d*une autre façon, 
car ^1, ^2» •••» ^y donnent, après y avoir fait le changement de 
variables de Mayer, y intégrales distinctes du système r que Ton 
a à intégrer. Connaissant déjà y intégrales de r, son intégration 
s'achève, comme on sait, par des opérations successives d'ordres 

m — V — /*, m — y — fi — i, ..., 3,2,1. 
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27. Cas des systèmes linéaires quelconques. 
Ce cas se ramène immédiatement au cas des systèmes jaco- 
biens, car si 

Pi = C}x4.iP;*+i -4- ... -4- Cl,f)« -♦- D|, 



(8) . . . 

A* 



M M 



est un système linéaire et canonique, le système 

/o#\ I P* «=^Ji+iP/*4i -*- •• -*- C,»P,„ — DjpQ, 

P/A =* Cyui^.|Pyui^.i -4- •••->• C«P« — I^/*Pof 

obtenu en faisant disparaître IMnconnue, est certainement jaco- 
bien d*après ce qui a été dit au § 23. 
Il faudra former la réduite R' de S', soit 

(R') . . . Q, = A^^,0^+. ^ ..-hA^Q^ — BQo, 

et intégrer le système 

, V dyi àyfj.^, dy„, dz 

v)' • • • 



Au moyen de m — fx -4- 1 intégrales distinctes, on formera 
les m — fx 4- 1 intégrales remarquables 8yui+i» •••> ®«» ®o ayant 
pour fonctions initiales j/^4.1, ..., 2^», j?» on y fera le changement 
inverse de variables et Pintégrale ayant pour fonction initiale 
6(X/*+i, ... , O s'obtiendra en résolvant Téquation 

On arrive au même' résultat en traitant le problème directe- 
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« 

ment. En effet, formons directement la réduite R de S; ce sera 
une équation linéaire qui» par la transformation qui fait dispa- 
raître Tinconnue, devra donner R' (§ 25); ce sera donc 

(R) . . . . g, «i A^4.i7^+, H -f- A„7„ -+- B. 

Pour rintégrer, il faudra prendre, comme on sait, le système 
différentiel 

qui est r. 

En appliquant à la recherche des intégrales 6 de R ce qui a 
été dit au § 7, on retrouve les résultats précédents. On peut 
donc se dispenser de passer par Tintermédiaire du système 
jacobien 8'. 

Cependant, dans des cas particuliers, il peut quelquefois y 
avoir avantage à former S'. Cela provient de ce que la connais- 
sance d*une intégrale de S ne permet pas de simplifier son inté- 
gration, car celte intégrale ne fournit pas une intégrale de S' et il 
peut arriver que Ton aperçoive immédiatement des intégrales 
de 8', ce qui permet de réduire le nombre des opérations néces- 
saires pour arriver à Pintégration complète de ce système. 

28. — Théorème de Mayer sur la recherche d'une seule inté- 
grale d'un système jacobien. 

Soit 8 un système jacobien, Si le système obtenu en faisant le 
changement de variables de Mayer (§ 17) et r le système d'équa- 
tions différentielles ordinaire auquel se ramène Pintégration 
de 8|. 

Trouver une intégrale de 8, c'est trouver une intégrale de 8^; 
soient O^^j, ..., ©^ les m — fx intégrales remarquables de 8| et 
4) = c*° une intégrale quelconque de r. <I> est une intégrale de 
la réduite R; comme elle a pour fonction initiale 4> (o, y^, ..., y^), 
on a (§ 4) : 
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O contient, au moins, une des variables y^ut^i, • ..» y^^ donc de 
l'équation précédente on pourra tirer un des 6, par exemple 



Si V„ ne contient aucun 6, on a ainsi B. 

Supposons que V„ contienne des O. Portons Y^ dans Si. Si, 
pour abréger, on désigne par Y|(z), ..., Yfj,{z) les premiers 
membres des équations de ce système, on obtiendra des équa- 
tions qui, par suite de la forme linéaire et homogène des Y, 
pourront s*écrire 

et les 6 étant solutions de S|» elles se réduiront à 
c'est-à-dire à la forme 

P(yi> y*» •••> ym> ®ai+i> •••» ®m-f)'=o. 

Chacune d'elles contient des 6 ou se réduit à une identité, 
sans quoi ce serait une relation entre les variables indépendantes 

Si elles ne se réduisent pas toutes à des identités, il y aura 
certainement Tune d'elles d'où Ton pourra tirer un 6, soit 

®»-l = Y,„«|(t/i, y»» ••• 9 ym» ®/*+l> •••> ®m-j) 

et, sur Y^^, on recommencera les mêmes raisonnements que 
sur V^; et ainsi de suite. 

II ne peut alors se présenter que deux hypothèses. 

Supposons qu^on n'arrive jamais à une fonction V qui, substi- 
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tuée dans Si, ne donne jamais que des identités. En poussant les 
opérations précédentes suffisamment loin, on arrivera forcément 
à une fonction V»_< ne contenant aucun S, puisque la dernière 
que Ton pourrait ainsi obtenir , et qui serait Vy^^y ne peut 
évidemment pas en contenir. 

On aura immédiatement l*expression de 6^.^ et, en remon- 
tant, celles de O^.i+i, •••, ®«-i> ®«- 

En particulier, si Ton arrive jusqu*à V^^,, on a les m — // inté- 
grales 6 et l'intégration du système est terminée. 

Enfin, supposons qu*on arrive à une fonction 

'••-<(!/< » y* ' • • • » y»! > ®/A+i I • • • ) ®m -i-i) 5 

qui, substituée dans Si, ne donne que des identités. Gomme ces 
équations sont obtenues en se servant uniquement de Thypothèse 
que les 6 sont des solutions de Sj, il en résulte que V^.j est 
une intégrale de Sf quand on y remplace les 6 qui y figurent 
par des intégrales quelconques de S|. Comme toute constante 
est une intégrale de S| , on pourra dire que 

est une intégrale de S|, quelles que soient les constantes a. Dans 
ce cas, on voit qu*on a une intégrale dépendant de constantes 
arbitraires. 

Nous arrivons ainsi à ce théorème important : 

La connaissance d'une seule intégrale du système r permet de 
trouver toujours une intégrale, au moins, du système S. 

Dans la pratique, si la substitution d'une fonction V fournit 
plusieurs équations distinctes, on en tirera plusieurs 6, ce qui 
donnera d'un seul coup plusieurs nouvelles fonctions V qu'on 
substituera à leur tour; celles qui donneront des identités four- 
niront des intégrales dépendant de constantes arbitraires et les 
résultats de substitution des autres donneront des équations 
permettant de tirer de nouveaux 6, et ainsi de suite. 
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Si l'on connaît plusieurs intégrales $ du système r, on aura, au 
début, plusieurs équations distinctes entre les 0, de sorte que le 
calcul pourra exiger moins d^opérations si Ton part simultané- 
ment de ces différentes intégrales. 

29. Application du théorème de Mayer aux systèmes linéaires 
non jacobiens. 

Soit S' le système jacobien auquel on ramène S {$ 27). 

Cherchons d*abord si S' peut admettre des solutions indépen- 
dantes de z. 

Si ces solutions existent, elles devront vérifier les équations 
simultanées 

P, = CU«P/A+i-^ •••-*-€!„?« (t«:i,2,...,^) 

obtenues en faisant Pq => dans S'. 

Supposons qu'il existe une telle solution autre qu'une con- 
stante, en la substituant dans les équations précédentes, on aura, 
entre 0^,^^^ ..., Cl,, une relation linéaire à coefficients indépen- 
dants de z. 

Il est donc nécessaire qu'il existe entre les coefficients G de 
chaque équation, au moins une relation linéaire à coefficients 
indépendants de z. 

Supposons qu'il en existe plusieurs, elles permettront d'expri- 
mer certains C, en fonctions linéaires des autres et chacune des 
équations prendra la forme 

%o-*-Cii+,XÎ H = 0. (• = 1,2,...,;*) 

Comme entre les C qui y figurent il ne peut exister aucune 
relation à coefficients indépendants de z^ toute intégrale indé- 
pendante de z devra vérifier les équations simultanées 

xi = 0, xi = 0, ... (i — i,2....,/c*) 

où ne figure plus la variable z. Le système S' admettra des solu- 
tions indépendantes de z ou n'en admettra pas suivant, que ce 
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nouveau système linéaire et homogène aura ou n'aura pas de 
solutions autres qu'une constante. 

Ce qui précède montre que si S est un système linéaire quel- 
conque, le système S' n'admettra pas de solutions indépendantes 
de z, de sorte que toute solution de S' fera connaître une solu- 
tion de S. Or, d'après le théorème de Mayer» toute intégrale de r 
fait connaître une intégrale, au moins, de S', de sorte que : 

Sauf pour certains systèmes linéaires satisfaisant à des condi- 
tions particulières, la connaissance d'une seule intégrale^ absolu- 
ment quelconque, de r, permet sûrement de calculer une intégrale, 
au moins, du système S. 

Supposons maintenant que S' ait des intégrales indépendantes 
de z; une intégrale de r, prise au hasard, fournira en général 
une ou plusieurs intégrales de S' qui contiendront z, mais il 
pourra arriver qu'il existe certaines intégrales de r qui, par 
l'application du théorème de Mayer, ne fournissent, pour S', que 
des intégrales indépendantes de z et, par conséquent^ ne 
donnent pas d'intégrales de S. Alors il faudra nécessairement 
chercher une autre intégrale de r. 

Par exemple, considérons le système canonique 

P2=P3-t-«H- X5; 

la réduite R est ici, en prenant et comme valeurs initiales 
de Xi et X), 

qt « qz(\ -^ t/,) -^ z(1 ^- y,) -h y^y, 

et le système r est 

dyi dyji dz 



\ — (1 -^ yO z(i -*- y«) H- ysyj 
On en aperçoit immédiatement une intégrale 

yi(^ -^ yi) -*- ïs — c". 
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Mais la fonction yi(l -h y^) -t- 2^5» se réduit pour y| => 0, à y^; 
c^est donc l'intégrale particulière 65 • ^^ 'ui appliquant le théo- 
rème de Mayer, elle ne fournira jamais que 63 et cette fonc- 
tion ne contient pas z^ de sorte qu*en prenant Tintégrale 
y\(^ -^ Vi) -^ y^ ^^ système r, la méthode de Mayer ne four- 
nira aucune intégrale du système S. Il faut alors chercher une 
autre intégrale de 0-. On trouve facilement 

qui donne 

en remplaçant O3 par sa valeur connue, on obtient 
En revenant aux variables primitives, on aura donc 

©5 = X, -+- X, -H «5, 

©0 = ze'*-»** -♦- — ^^ [(a-, — i ) (e'*+'« — 1 ) — (x^ -4- x,)] 

Xf ■+• Xj 

et rintégrale générale sera donnée par 

^6**+'* = X, — Xa(Xj — \) h 9[Xi -4- X, -♦- X»), 

X| ■+• X^ 

étant une fonction arbitraire. 



5' 
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CHAPITRE V. 

INTÉGRATION DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES. 

Intégrales complètes, 

30. Définition. — Soit S un système canonique de fx équa- 
tions à m variables. En se donnant une fonction initiale dépen- 
dant de m — fx + 1 constantes arbitraires, on aura une intégrale 
dépendant de ces tn — fx + 1 constantes. 

Supposons la déterminée par Téquation finie 

{i) . . . V(X4, ..•, x^,z,ai, cr4,...,a«_^+,) = 0, 

la fonction z tirée de cette équation doit vérifier S, quelles que 
soient les valeurs des a. Les dérivées sont données par 

DV DV DV DV 

Les équations (1) et (2) donnent les z et les p en fonction 
des X et des a et, par hypothèse, ces fonctions z et p vérifient 
les fx équations distinctes S, quelles que soient les valeurs des a. 

Supposons que, parmi les m -i- 1 équations (i) et (2), il y en 
ait m — fx + 1 qui soient résolubles par rapport aux a. 

En portant les valeurs ainsi obtenues dans les fx équations 
restantes, on aura p. équations distinctes, vérifiées identiquement 
par z et les p, et il ne pourra pas y en avoir d'autres. Soit Si ce 
système; les équations S seront donc, forcément, des consé- 
quences algébriques des équations S|. Si la réciproque n'était 
pas vraie, le système S serait certainement déœmposable en plu- 
sieurs systèmes parmi lesquels on trouverait Si» de sorte que si, 
comme nous Tavons toujours fait, nous supposons que S est 
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indécomposable, les systèmes 8 et 8| seront algébriquement équi- 
valents. Donc : 

S étant un système canonique de fx équations à m variables, on 
appelle intégrale complète de S une équation 

V = 

contenant les x, Vinconnue z et m — |ji -4- 1 constantes arbi^ 
traires a, telle que la valeur de z que l'on en tire soit solution 
de Sy quelles que soient les valeurs des a et que, parmi les 
m -f- 1 équations ^ 



^ DV DV DV DV 

y«»o, i-p, — = 0, ..., — -•-»- — = 



t'i y ai at7 m — fx -+- 1 gut notent résolubles par rapport aux a. 
Le« équations S «on/ /e résultat de Félimination algébrique 
des a «nfre ces m -^ l équations. 

81. Recherche de toutes les intégrales au moyen dCune inté- 
grale complète. 

S étant le résultat de Télimination des a entre les équations 
(1) et (2), on peut dire que la condition nécessaire et suffisante 
pour que z soit une intégrale de 8 est que les équations (1) 
et (2), où Ton considère les a comme des inconnues, aient, au 
moins, un système de solutions, de sorte que le problème de 
rintégration de 8 peut être transformé comme il suit : 

Trouver des fonctions z, a|, ..., a^^^^ des variables x satisfais 
sant aux équations 



DV DV ^ ;>\ ;^y ^ 

^ DX| Dz Dx„ D« 



On peut éliminer les dérivées p de la fonction z en les tirant 
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de réquatîon V =» 0, car celle<ci, dérivée sucçessivemeQt par 
rapport à toutes les variables, donne 

DV DV « DV do 

— "*" P* T" "*■ 2 T" T" =• ^» 



DV DV «DV ;ia 

Dx„ D« ^ ba ^x^ 



Si dans les m dernières équations (3) on remplace les p par 
leurs valeurs ainsi obtenues, on arrive au système 

(4) . v-0, 2r^^ — ^^ •••• 2t-. — ^» 

^ ^a DXi ^ Da Dx„ 

équivalent au système (3). 

Les tn dernières équations (4) sont m équations linéaires et 
homogènes par rapport aux m — fx -f- 1 quantités 

DV DV 



» • • • » 



Elles seront certainement vériGées en annulant toutes ces 
dérivées de V, c'est-à-dire en prenant z et les a satisfaisant à 

DV DV 
V = 0, — — 0, ..., = 0. 

On aura Tinconnue z, qui seule nous intéresse, en éliminant 
ai^a,, ...,Om.^^i entre ces m — p + 2 équations. La solution 
ainsi obtenue est appelée intégrale singulière de Lagrange. 

Si Ton veut maintenant trouver d'autres solutions, il faut 
supposer que ces m équations linéaires et homogènes admettent 
des solutions où les inconnues ne sont pas toutes nulles. On 
pourra faire différentes hypothèses sur Tordre du déterminant 
principal de ces équations, ce qui conduira à différentes classes 
d'intégrales* 
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Il est phis commode de' procéder comme il suit : le sys- 
tème (4) peut s'écrire sous la formé 

(8> ...... V=.0, 5 — rfa — 0. 

Si Ton suppose que les ^ ne sont pas tous nuls, la seconde 
équation montre que les a ne sont pas des fonctions indépen- 
dantesy puisque! existe une relation entre leurs différentielles 
totales. Si, en effet, les a étaient des fonctions indépendantes, on 
pourrait faire un changement de variables dans lequel les a 
deviendraient des variables indépendantes, et les da, étant alors 
complètement arbitraires, ne pourraient vérifier aucune relation. 

Il y a donc des relations entre les a. Pour prendre tout de 
suite le cas général, supposons qu'il y en ait k qui soient dis- 
tinctes : 

On aura, entre les cfa, les k relations linéaires et homogènes 
~aai H -♦-- «am^/*4.t — 0, 



aai -♦-••••+- ^-- ^^m— /A-H *^ V, 



et il ne devra pas y en avoir d'autres, puisque, parmi les da, il 
doit en rester ut —* ex -h 1 — k complètement arbitraires. 

L'équation £ ^ cfo <» devra donc en être une conibinaison 
linéaire, ce qui donne 
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les ^ étant de nouvelles inconnues auxiliaires. 
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Nous aurons ainsi m — a -f- 2 -i- A inconnues, jr, ag, ..., 
^m ./»4>i f ^1 y • • • * ^* satisfaisant aux m — fjt-h2-f-A: équations (6)» 
(7)etV — 0. 

En éliminant les a et les X, on aura Téquation donnant z et 
cette int^ale dépendra des fonctions ^ que Ton peut se donner 
arbitrairement. 

En outre, on peut faire successiTcment 

ce qui donnera m — fx -^ 1 séries d'intégrales. La dernière série 
s*obtenant en établissant] entre les a^ m — fx -h 1 relations* 
redonne les intégrales complètes d*où Ton est parti, puisque 
les a sont alors des constantes. 



88. Solution du probUme de Cauchy au moyen d'une inié- 
grale complète. 

Une solution du système S est, comme nous venons de le voir, 
parfaitement déterminée quand on connaît les relations 

*i«=»0, ..., t,«0 

qui lui correspondent. 

Nous devons alors nous proposer de chercher quelles fonc- 
tions ^ il faut prendre pour obtenir Tintégrale, dont Texistence 
est démontrée par le' théorème de Cauchy généralisé, et qui, 
en xt, ..., xJL se réduit à i^Xf^^^y ••M^m)* 

Si z et les fonctions a sont déterminées par le procédé précé- 
demment indiqué, les|a, z et ses dérivées]9|,..., p^ vérifient 
les équations (3) équivalentes aux équations (4). 

Dans ces équations (3), faisons X| «» x}, ..., x^ = âcjlt et 
remarquons que JSt p^^, •••,?«• ^^ réduisent à 



DO dé 

6, — — — f •••f — 5 



(71 ) 

la première et les m — p derDÎères deviendront des relations 
entre x^/^^ ..., x^, et les valeurs initiales «i, a^, ... , ^m-fi^ ^^ a- 
Si, entre ces m — |x+ 1 relations, on élimine les m — fx variables 
x^^iy ...^Xm» on obtiendra, au moins, une relation entre les a. 
Supposons qu*on en obtienne k : 

Réciproquement, si, entre les valeurs initiales des a, existent 
ces A: relations, l'intégrale z qui correspond à ces fonctions a se 
réduit bien à en x^, ..., x*^ . 

On vérifie immédiatement ces relations entre les a en assujet- 
tissant les fonctions a à vérifier les équations 

d*où cette règle : 

Pour trouver l'intégrale qui a pour fonction initiale 
9(X/«+i» ..., O» ^ remplace X|, ... , x^, z, p^^.,, ..., p^ respecti- 
vement par Ti^\f*f^]if^f^^^*'"*^f dans /es équations 

V — 0, — -^p^.,--«0, ..., _^p^ — — 0, 

DXym+i Dz Dx^ Dz 

on élimine x^^^i, •••, x^ e/ on obtient des relations 

Enfin, on élimine a|, ..., a^.^^!, X|y ..., X^^ en/r« les équations 

V — 0, ♦, — 0, ..., h — 0, 

— « A.— -f--.. ^ >— . 



i^ A| " ' •+- • • • -♦- A^ 



♦^i»-/H4 «^^ïii. fi+l «^«-/n-i 
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et on obtient une équation de la forme 

U(x,,,..,a„,^) — 

quiy résolue, donne l'intégrale cherchée. 

Nous pouvons maintenant énoncer cette proposition, qui est 
fondamentale : 

Vintégration d'un système canonique peut être considérée 
comme terminée dès que l'on en connaît une intégrale complète, 
en entendant par là qu'à partir de ce moment il n*y aura plus 
à effectuer aucune intégration pour achever le problème. 

88. Remarque sur la transformation qui fait disparaître la 
fonction inconnue. — Nous avons vu (§ 23) que la solution du 
problème de Cauchy pour le système 8 résultait immédiate- 
ment de la solution du même problème pour le système S'. 

Supposons qu*on connaisse une intégrale complète de S'; 
d'après le paragraphe précédent, on saura traiter le problème de 
Cauchy pour S' et, par suite, pour 8, de sorte que : 

Vintégration du système S où figure l'inconnue z peut être 
considérée comme terminée dès que Fon connaît une intégrale 
complète du système transformé 8'. 

Méthode de Jacobi et Mayer. 

84. Théorèmes préliminaires. 

L'intégration d'un système non linéaire étant terminée dès 
qu'on en connaît une intégrale complète, la recherche d'une 
telle intégrale doit être le problème que nous devons nécessai- 
rement nous poser. 

Reprenons le système canonique S : 

Pi = /l (*I > •• • » ^i« > ^ » Pfl+I > • M fa) 1 
.ç\ J P« "^ A(^I> •••> ^m» ^> P/*+< f •'•yPmii 

P/i ■" //a(^I » •••» ^m> ^» P/*+<» '■ •» Prnlf 



( 73 ) 
ajoutons-lui une équation complémentaire 

et écrivons que le système S| ainsi obtenu est canonique. 

I] nous faut, pour cela, écrire que les équations du second 
ordre permettent de calculer toutes les dérivées 



:^'z 



dXj dXi 



U = 1, 2,..., m / 



et ne permettent de calculer aucune autre dérivée. 

Les équations du second ordre fournies par les équations S 
permettent déjà de calculer toutes les dérivées 



D«2 



DXj DXa 



fi — 1,2,..., fx\ 

\A;«1,2,..., ml 



et ne permettent de calculer rien de plus. 

Enfin, les dérivées de Péquation complémentaire Efj^^i par 
rapport aux variables x^^^j ..*> ^m donneront les dérivées 



^Xfi^l ^Xk 



et, à ce moment, nous aurons toutes les dérivées secondes que 
nous devons obtenir. Les seules équations pouvant donner 
d'autres dérivées ne peuvent donc être que 

dX| ^Xfi 

DE 

Or réquation —^ =■ est résolue par rapport à une déri- 
vée déjà obtenue au moyen de Téquation 



^^fi^t 



iPi-fi)-0. 
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Il faudra ^pler ces deux dérivées pour obtenir réqoalioD 
dloiégrabililé eorreipoQdaoïe* Le edeal esc aoalogiie i edui ipii 
a été CiU ao $ 11 ; b seak diSérenee provient de b présence 
de Pf^ dans ks équations g, mais féqoation d*intégnbililé se 
met loojoars sons h ferme 

On aura ainsi les p équations 

[Pi — /if P/M^— /}»♦«] — ^» -M [P/*— /ii.P^t — /ii+i] = 0, 

qui doivent se réduire è des idenutés en vertu des équations 
de8|. 

En j remplaçant alors, après les avoir développées, Po ...» 
Pfiif P/»+i> respeetivement par 

ft ('#♦ •••>'•* ^ »//*+!» P/d+l» • -M P«i)t 



//* (^if ••• » ^Bi » * » ifH-i* Pyt-^t » •» P«)« 
/|m(^lf •••» ^mi ^t P/«f«i •••»?«)> 

elles constitueront un système linéaire et du premier ordre £| , 
I Tinconnue ffi^t^ei aux variables indépendantes X|y ••., x., z, 
P/H^f •••fp»f système qui constitue la condition nécessaire et 
suffisante pour que gf soit canonique et qu*on aurait pu obtenir 
immédiatement au moyen du théorème général du § 14. 

Nous allons maintenant montrer que £|, tel qu'il est obtenUf 
eêt canonique. 

Nous remarquerons que, diaprés la forme même de Z| , ses 
équations sont résolues par rapport aux dérivées 

■ 9 ■ I • •• > — — t 

dX| dXf ^Xfi 

de sorte qu*on aura démontré qu*il est canonique si Ton arrive 
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à prouver qu'il admet une intégrale se réduisant, en x7, ..., x]^, 
i une fonction 

arbitrairement donnée à favance. 
Soit 

une fonction de x^^.!»...»^»» dépendant en outre de m — p 
constantes arbitraires, de telle façon que 



soient des fonctions distinctes de a^ , • . . , a^.^ . 

Soit I rintégrale de S correspondant à cette fonction initiale. 
On aura» pour cette intégrale, 

z«B«(X|, ..., x^, a,, ..,, a,H.^), Pj — — » ...i p^s» — 

dX| 0X„ 

et Ton sait d'avance qu'elle vérifie les équations S quelles que 
soient les valeurs des a. 

Remarquons que ^, ^^ — ^> "**'dxi^^ considérées comme fonc- 
tions des a 9 sont distinctes, car leur déterminant fonctionnel se 
réduit, en xj, ..., xj,, à celui des fonctions ?>5f^'"*'^ 
qui, par hypothèse, n'est pas nul. 

Des équations 



OXfi^i DX„ 



on pourra donc tirer les a, et en portant dans 



Pah-*— * 



t 



dor 



IM-I 
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on obtiendra une. équation 

qui sera encore identiquement vérifiée par I, quelles que soient 
les valeurs des a. 
Ainsi cette intégrale I vérifie le système 

/>! — Al ...» P/* = /Ik» ?/»+«■■#> 

et ce système, qui est compatible, est certainement canoniqtée, 
car s'il ne Tétait pas, il conduirait à des relations de la forme 

qui seraient encore vérifiées par I, ce qui voudrait dire que 
^' Si^ ' " *' D«~ > considérées comme fonctions des a, ne seraient 
pas distinctes. 

La fonction ^ est donc une intégrale de S^ . 

On obtient ^ en éliminant ai, ..., a^.^ entre 

On aura donc la valeur de ^ en xt, ..., x^ en éliminant les a 
entre 

et cette élimination conduira à 
si Ton a 

équation du premier ordre en f , qui, d'après le théorème de 
Cauchy, admet des intégrales dépendant d'autant de constantes 
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arbitraires que Ton veut. Par exemple, en prenant pour f Tin- 
tégrale qui en a^JS^^ se réduit à 

on aura sûrement une intégrale f satisfaisant aux conditions qui 
ont été imposées au début. 

Le système £{ possédant une intégrale ^ ayant la fonction 
initiale U, est donc canonique. 

36. Méthode de Jaœbi et Mayer. 

Au système S, ajoutons Téquation complémentaire 

Nous aurons, pour déterminer f^^^^ un système 2^ qui est 
linéaire, canonique et formé de \x. équations à 2m — p variables. 
On sera donc ramené à un système a^ de 2m — 2fx -4- 1 équa- 
tions différentielles ordinaires. 

D*après le théorème de Mayer (§§ 28 et 29), la connaissance 
d*une intégrale ^i — a^ de ce système fournira, en général, une 
intégrale /^^^.i de 1]| et cette intégrale contiendra la constante a^. 

Au système S| » ainsi obtenu, on appliquera le même procédé 
et on arrivera à un nouveau système d*éq nations différentielles 
ordinaires (t^ dont il sufiBra, en général, de chercher une seule 
intégrale. 

En passant de S à Si le nombre fx a augmenté d*une unité, 
de sorte que le nombre des équations du système a, qui était 
Sut — 2fx + 1, a diminué de deux unités et cela se présentera 
chaque fois qu'on passera d*un système au suivant. Cela tient, 
en réalité, à ce que chaque fois qu*on passe d'un système £ au 
suivant on a une équation de plus et une variable indépendante 
de moins. 

Après avoir appliqué m — jx fois ce procédé, on arrive à un 
système 8^-^ de la forme 
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dont les seconds membres contiennent m — jx constantes arbi- 
traires et dont toute intégrale vérifie 8 quelles que soient ces 
constantes. 

Lintégration de S^,^^ se ramène à celle d*une équation diffé- 
rentielle ordinaire, ce qui introduira encore une nouvelle con- 
stante arbitraire, et finalement nous obtiendrons Téquation 

donnant, pour S, une intégrale dépendant de m — fx -i« 1 con- 
stantes arbitraires. 

Pour montrer qu*on obtient ainsi une véritable intégrale com- 
plète, il faut montrer que, par Télimination de ces constantes, on 
retrouve les équations 8 et rien qu'elles, c*est-à-dire que cette 
intégrale ne peut vérifier, quelles que soient les constantes a, 
aucune équation distincte des équations S. 

Une telle équation se ramènerait, en effet, à la forme 

F(Xi, ..., ar,,, ZjPfj^^iy ..mPJ = 0, 

de sorte qu'on ne pourrait pas se donner arbitrairement les 
valeurs de oi^i, •••yX^y^y P/a+m •••» P»* Ceci est manifestement 
faux, car en se donnant à l'avance des valeurs de ces quantités, 
les équations 

déterminent forcément les valeurs correspondantes des a, puis- 
que la première ne contient que a^ , que la seconde ne contient 
que ai et 0) , ... , Tavan t-dernière ne contient que a| , a^ , • • . , a^^fj^ 
et la dernière contient 0^,03, •.., ^«./ui» ^m-/i+i» 

Ainsi la méthode de Jacobi et Mayer fournit sûrement une 
intégrale complète en effectuant des opérations successives qui, 
en général, sont d'ordres 

2m — 2aa-*-1, 2iw — 2a« — 1, .•., 5,3,1. 

Dans la pratique, on prend toujours les équations complé- 
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mentaires sous forme non résolue. Par exemple, pour la pre- 
mière on prendra 

ai étant une constante arbitraire. On considérera les équations 

et, après les avoir développées, on y remplacera Pf , •••^P;» res- 
pectivement par fi f -9 ffn9 ce qui donnera, pour déterminer 4>i i 
un système linéaire et homogène où ^i n'entrera que par ses 
dérivées. Ce système n'étant autre que £( dans lequel on aurait 
effectué la transformation qui fait disparaître l'inconnue, sera 
forcément jacobien. Il suffira d*en connaître une intégrale con- 
tenant, au moins, Tune des dérivées P/i+tf •••yP^; on résoudra 
alors Péquation ^| — a| = par rapport à cette dérivée et Ton 
continuera à appliquer la méthode de la même façon. 

36. Cas où l'inconnue ne figure pas dans le système. 
Le premier système jacobien à intégrer est 

[Pi — /'m*i] = 0, ..., [Pa* — /it, *i] — 0; 

z ne figure pas dans ses coefficients, de sorte que si Ton ajoute 
l'équation 

on aura de nouvelles équations d'intégrabilité qui seront linéaires 
et homogènes par rapport à des dérivées secondes prises toutes 
une fois, au moins, par rapport à z, c*est-à-dire se réduiront 
à des identités en vertu de l'équation 

dz 
Ce nouveau système admet des intégrales pour lesquelles on 
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peut se donner arbitinirement les fonctions de x^+i, ..., â?^, 
Pfm-ti'^'fPm auxquelles elles se réduisent en x!, ..., x]^, et ces 
intégrales ne dépendent pas de z. Gomme elles vérifient le sys- 
tème qu'on obtient en supprimant ^ dans 22|, c'est-à-dire le 
système 

on peut affirmer que ce dernier est jacobien. 

En en prenant une intégrale dépendant d'une constante arbi* 
traire absolue, c'est-à-dire ne dépendant pas de z, on aura une 
équation d ordre 2m — Sfx. 

S| étant encore composé d'équations où z ne figure pas, on 
pourra lui appliquer le même raisonnement. Les ordres des 
opérations successives seront tous diminués d'une unité, car 
dans chaque système dont il s'agira de chercher une intégrale, 
il y aura une variable en moins z. 

Finalement on arrivera au système Sm./4 dont l'intégration se 
ramènera à celle d'une équation différentielle ordinaire où z ne 
figurera pas, c'est-à dire à une quadrature. En résumé : 

Dans le cas des systèmes où z ne figure pas, la méthode de 
Jacobi et Mayer conduit sûrement à une intégrale complète en 
effectuant des opérations successives qui, en général, sont d'ordres 

'2m — 2fi, 2m — 2fA — 2, ..., 4,2,1. 

On pourrait ramener le cas général à ce cas particulier en se 
servant de ce qui a été dit aux ^ 25 et 35. 

Le système canonique S de fx équations à m variables et où 
l'inconnue z figure, se ramène à un système S' de fi équations 
à m + 1 variables où l'inconnue ne figure pas. 

La recherche d'une intégrale complète de S' exigera donc des 
opérations d'ordres 

2m — 2fx-f-2, 2m — 2ac, ..., 4,2,1, 

et alors on saura intégrer S. On voit que ces opérations sont 
d'ordres plus élevés que celles exigées par la méthode directe 
(S 35). Gela tient à ce que, pour intégrer S, il n'est pas néces- 
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saire de savoir inlégrer complètement S' ($ 23), de sorte qu'en 
passant par S, et Tintégrant complètement, nous devons, à priori, 
faire un certain nombre d'opérations inutiles pour Tintégration 
de S, ce qui nous conduit à cette conclusion : 

S' étant le système S dans lequel on a fait disparaître la fonc^ 
tion inconnue, l'intégration de S et celle de S', par ta méthode 
de Jacobi et Mayer, ne sont pas deux problèmes équivalents : les 
opérations exigées par le second sont d'ordres plus élevés que celles 
exigées par le premier. 

Méthode de Lie, 

37. Comme la précédente, cette méthode a pour but la 
recherche d'une intégrale complète. Elle repose essentiellement 
sur le théorème fondamental du % 19. 

Soit R la réduite du système S. C'est une équation à m — [t. 
•4- 1 variables. Si l'on en connaît une intégrale complète, c'est-à- 
dire dépendant de m — /x -4- 1 constantes arbitraires, on saura 
l'intégrer par des calculs algébriques et il en résultera l'intégra- 
tion de S par des calculs algébriques, puisque cette intégration 
n'est qu'un cas particulier du problème de Cauchy relatif à R. 

En prenant au hasard une fonction initiale contenant m — fx 
-I- 1 constantes arbitraires, on aura, d'une infinité de façons, 
une intégrale complète de S. 

Partons de R et adjoignons-lui une équation auxiliaire if\ «=> a^ 
comme on Ta fait dans la méthode de Jacobi et Mayer; la fonc- 
tion if[ devra vérifier l'équation linéaire et homogène 

[R, /i] « 

et la recherche d'une telle fonction sera une opération d'ordre 
2w — 2(x-+.l. 

R et ^i <=» ai constituent un nouveau système Si de deux équa- 
tions km — fjL -4* 1 variables et qui, en outre, contient la con- 
stante arbitraire a^. Si Ton connaît une intégrale complète de Si , 
c'est-à-dire une intégrale contenant {m — (^4-1) — 2-i-l ou 
m — jtA constantes arbitraires, ce sera une intégrale complète 

6 
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de R, puisqu'elle vérifie celte équation et eoiuient, en outre des 
précédentes, la constante a^ . 

Un raisonnement analogue à celui qui a été fait dans des cir- 
constances semblables à propos de la méthode de Jacobi et 
Mayer montrera encore que Ton obtiendra une véritable inté- 
grale complète de R. 

On est donc ramené à chercher une intégrale complète de Si . 
On lui appliquera les mêmes raisonnements qu'à S et on sera 
ramené à effectuer une opération d'ordre 2m — 2fA — 1, puis 
à chercher une intégrale complète d'un système S^ de deux 
équations à m — fx variables. 

En continuant ainsi, on sera ramené, par des opérations suc- 
cessives d'ordres 

2m — âft^i, 2m — 2ijc — i, ..., 5,3, 

à chercher une intégrale complète de SL-^u composée de deux 
équations à deux variables. On en prendra la réduite R»_^ qui 
est une équation différentielle ordinaire dont l'intégrale générale 
qui dépend d'une constante arbitraire jouera le rôle d'intégrale 
complète et fournira par des calculs algébriques et d'une infi- 
nité de façons une intégrale complète de Si..;». 

En résumé, la méthode de Lie exige des opérations succes- 
sives d'ordres 

2m — 2it*-f-i, 2m — 2a« — i, ..., 3,3,1. 

Dans le cas où le système S ne contient pas z, en s'assujet- 
lissant à prendre toujours des équations complémentaires où z 
ne figure pas, on a la même réduction que dans la méthode de 
Jacobi et Mayer; les opérations successives sont alors d'ordres 

2m — 2/4, ^m — ^fi — ^, .,., 4,2,4, 

la dernière étant une quadrature. 

Ainsi, comme ordres d'opérations, la méthode de Lie est iden- 
tique à celle de Jacobi et Mayer. 
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EXERCICES PROPOSÉS 



Intégrer ; 
XjXîp, — xlpi — Pj = 0. 

XiX^(Pi + Ps) — a:,(X| -»- Xs) p2 == 0. 
3« p,(i -»- Xi) H- pa(x3 — X,) — p^[\ -»- Xs) = , 

Pl(X3 -♦- X,Xj) -H Pj(X8 — XÎ) — Psi^i -*- XjXs) «= 0. 

4* p,(X5 — Xi) -*- Pî(Xî — Xs) -*- p4(Xi — Xj) == 0, 
Pi(^* — ^i) -♦- Pa(^2 — Xf) -¥- pz(Xi -— Xi) «= 0. 

s* XsPs — X4P4 = , 

XjXalXs -»- X4) (pi — pt) -H XsX^lx, — X4) (ps 4- p*) =« 0. 

6* Pi -H Pj -H Ps — (i -♦- Xi -H Xj) Pi = 0, 
PiXi -H PjXj — SpsXiX, = 0. 

7* Pi -♦- PfX, — p5(l -H Xi) = 0, 

1 -♦- X| xî 

8' Pi — 2p, — piXÎ(i H- Xi) =a , 
Pi + p,Xi -f- PsX|XÎ « 0. 
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PiXi — p^, H- PjXs — P4X4 — 0. 
P,X, -»- p,Xs -H P3X3 -H P4X4 = 0. 



1! 



o 



16 







17 



o 



P3X4 -H p^Xs Ps — - P4 J-- -♦- df^ 



PiXj -*- PjX, Pi — p, Xj -». jc, 
12» PiXjH- PsXî — z«0, 

/»« -♦- P5« -♦- « — X, = 0. 

130 2p, = (x3-f.z)(p3--1), 
2p, = (X3 — X) (ps ^ 1). 

U» PiX, — p,x, — f X, — ^ j (p3 H- 1)«0, 

3p, ~p,~ (x, — ~j (X3 -4- 2)(2p3~ 1) — 0. 

15' (2 — X3) (pi -H p,) -H 2P3X3 H- 2z =. 0, 

(Z — Xs) (x, — X,) (pi — p,) -+- «x,(p3 -^ 1) = 0. 



X3 — z i -*- P5 "^ (« -^ Xî — 1) (X3 -f- iîrps) ' 

^3 -- g _^ gXgji -f- p») ^ (2 H- Xa) (2 -fr- PsT,) 
XÎ — XÎ X4X,(p4X,--p,X,) P«X, — P|X, 



i8» pi« H- pî H- p, — X| =. 0, 

PjX| -f- p,X, -4- PjXs — 2 = 0. 

i9« 4p,p,-f-p5 — 1=0, 

p,Xi -4- PjX, -♦- PÎX5 -♦- Z' — 2 — X|X, =a 0. 

20» pî(X| — X,) — p, ^ p, -= 0. 
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2 1 • pjxî — 2/>,xî — 2p^î -4-0:5 -♦- 2x; « 0. 
Sa*» x,(/),x, -♦- p^,)* -+- 2/), = 0. 
23» 2a:j(/), — x,)* — a:,(pt — x,) (p, — a:,) -4- xj = 0. 

24» z -= 0. 

Pi Pi 

26* PiPj + 4(p,x, -♦- PjXj -♦- z) -= 0. 

27» (p,x, H- piX,)' — z(p,X| ^- p,xj) + p* -♦- pî « 0. 

28» 'pX'p, -4- 2p,xî) H- 4p3xî(p^, -f. P3X3) = 0. 

29* pîxj 4- pî(xî — x|) H- 2p,p3XjX3 « 0. 

50» 4pî — p.psx, -f- 2piP3(x, H- 4x,) -♦- 2pî(4xJ — x,x, — x,) — 0. 

31 • 2x5p^ p, ^ 2x,p,p5 — x,pî — 4xjpl « 0. 

32» xîp,— 2pJ«0, 

x,pi — 2xî — p,x, = 0. 

•^3» x,(p, — 2x5)» — p4 = 0, 

^i^«Pi — TÎp» -~ p, -♦-2x5 =3 0. 

34« p,x, = x,(l — p,) « pîxjrî — P5X3. 
P^af, — p^r^ psa-, — p^x. 



35 



2(p,-.x,)«^"(p,-.x,)»^''' '''• 



36» PiP,(a:5 -»- x^) ^ p, ^ p, — p, — p^ « 0, 
(Pî -^ pO ^% -^ (p, — Pi) X| = 0. 

3y pjxixj -f- P4XÎ « , 

Ps H- xî(p,x, — P3X3 -♦- P4.T4)» =» 0. 
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38» Xi(z -¥- psXi — p^x^) -\- XiPi(z -f- p,x,) = , 
z -♦- p^x^ ■= 0. 

2p,x, — P4X4 «■ 0. 

40* XiXtPiC^PiZ — Spjor^ — î^PiPjXi — pjxj — 4x,) -»- p^p* -= 0, 
âp^îorj — PiPïP* == 0. 
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